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Anmerkungen zur
Speziellen Relativititstheorie

Inhalt

1. Ubersicht 1

2. Physikalischer Teil 3
2.1. Prinzipien . . . . .. ... o oL, 3
2.2. Inertialsysteme . . .. .. .. .. ... ... ..., 7
2.3. Der Giiltigkeitsbereich der SRT . . . . . . ... .. 9
2.4. Synchronisation von Uhren . . . .. ... ... .. 10

3. Schlussfolgerungen 14
3.1. Herleitung der Lorentztransformationen . . . . . . 14
3.2. Addition von Geschwindigkeiten . . .. ... ... 27
3.3. Zeitdilatation, Langenkontraktion . . . . . . .. .. 29
3.4. Raum-Zeit-Diagramme . . . . . . . .. . ... ... 33
3.5. Ein Zug rast durch einen Tunnel . ... ... ... 36
3.6. Das Zwillingsparadox . . . . . .. .. ... ... .. 39

Literatur 47

1. Ubersicht

Man kann den formalen Inhalt der Speziellen Relativitdtstheorie
(SRT) in den Worten zusammenfassen: ,, Um die Werte physikali-
scher Groflen aus einem Inertialsystem in ein relativ zum ersten
bewegtes anderes Inertialsystemen umzuberechnen, sind die Lo-
rentztransformationen zu verwenden.“ An die Spitze seiner Untersu-
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chungen stellte Einstein das ,, Spezielle Relativitatsprinzip“ und das
, Prinzip von der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit“, die demnach
als physikalische Formulierung der Speziellen Relativitdtstheorie zu
betrachten wiren. Wir werden jedoch zeigen, dass das Relativitéts-
prinzip zur Herleitung der Lorentztransformationen nicht benétigt
wird. Stattdessen formulieren wir ein ,, Geometriepostulat®, das
Einstein implizit verwendet aber nicht ausdriicklich ausgesprochen
hat.

Neben der Darstellung der physikalischen Annahmen, welche der
Speziellen Relativitdtstheorie zugrunde liegen, diskutieren wir im
ersten, physikalischen Teil dieser Abhandlung den Giiltigkeitsbe-
reich der SRT und seine Grenzen, sowie das von Einstein vorge-
schlagene Verfahren zur Synchronisation von Uhren.

Der zweite Teil der Abhandlung befasst sich mit den Schlussfolge-
rungen, die ohne weitere physikalische Uberlegungen, allein durch
konsequentes Rechnen, aus dem ersten Teil gezogen werden kénnen.
Zunachst beschreiben wir, wie Einstein aus den grundlegenden
Annahmen die Lorentztransformationen und die daraus folgende
Invariante Lange der Speziellen Relativitdtstheorie ableitete. Wir
betonen dabei besonders, dass er dazu nur das Prinzip von der
Konstanz der Lichtgeschwindigkeit, sowie implizit das Geometrie-
postulat verwendete, jedoch nicht das Relativitdtsprinzip.

Als Schlussfolgerungen aus den Lorentztransformationen ent-
wickeln wir anschlieBend das relativistische Additionstheorem fiir
Geschwindigkeiten, beschreiben Zeitdilatation und Langenkontrak-
tion, und diskutieren zum Schluss zwei der zahlreichen Paradoxa
der Speziellen Relativitatstheorie: Zunachst die Fahrt eines Zuges
durch einen Tunnel, dann in grofler Ausfiihrlichkeit das bekannte
Zwillingsparadox. Beide erweisen sich — wie alle anderen Paradoxa
der SRT auch — bei hinreichend sorgfiltiger Analyse als lediglich
scheinbare Inkonsistenzen.
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2. Physikalischer Teil

2.1. Prinzipien

Am Anfang der 1905 veréffentlichten Speziellen Relativitéitstheo-
rie [1] stehen zwei grundlegende Annahmen, die Einstein ausdriick-
lich als die ,, Voraussetzungen“ bezeichnet, ,,auf die sich die folgen-
den Uberlegungen stiitzen“. Er formuliert die beiden Annahmen
folgendermafen:

A Das Relativitatsprinzip: Die Gesetze, nach denen sich die Zu-
stdnde der physikalischen Systeme &ndern, sind unabhéingig
davon, auf welches von zwei relativ zueinander in gleichférmiger
Translationsbewegung befindlichen Koordinatensystemen diese
Zustandsdnderungen bezogen werden.

B Das Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit: Jedes Licht-
signal bewegt sich im ,, ruhenden“ Koordinatensystem mit der
bestimmten Geschwindigkeit V', unabhéngig davon, ob dieses
Lichtsignal von einem ruhenden oder bewegten Korper emittiert
wurde.

Tatséchlich benutzte Einstein eine Fiille weiterer Annahmen und
Begriffe, die er (und seine Leser) fiir so selbstverstédndlich und
unbezweifelbar hielten, dass eine besondere Erwéahnung tiberfliissig
erschien. Das kann auch nicht anders sein. Wer eine physikalische
Abhandlung mit einer vollstdndigen Aufzdhlung aller zugrunde-
liegenden Annahmen beginnen wollte, miisste viele dicke Biicher
schreiben, und wer gar in Strenge die Bedeutung und Giiltigkeit
jedes Begriffs klaren wollte, der wiirde in einem infiniten Regress
enden. Die Kunst besteht also darin, aus der Fiille der Voraus-
setzungen die wenigen zu identifizieren und klar herauszustellen,
die einerseits nicht allgemein als selbstverstdndlich anerkannt und
andererseits fiir die Thesen der Abhandlung bedeutsam sind.
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Hitte Einstein 1905 bereits iber das Wissen verfiigt, das er sich
in den folgenden zehn Jahren bei der Entwicklung der Allgemei-
nen Relativitatstheorie aneignete, so hétte er zweifellos als dritte
grundlegende Annahme der Speziellen Relativitdtstheorie die Giil-
tigkeit der Euklidischen Geometrie erwdhnt. Mit ,, Giiltigkeit* ist
dabei ,, Realisierbarkeit* gemeint. Es ist eine wesentliche Forderung
Einsteins, dass Koordinatensysteme nicht nur irgendwie gedacht,
sondern ganz handfest messtechnisch realisiert werden miissen.
Dazu werden an verschiedenen Stellen des Raumes Uhren aufge-
stellt und abgelesen, die Abstdnde zwischen den Uhren werden mit
starren Mafistdben ausgemessen, kartesische Koordinatensysteme
werden durch starre Stédbe realisiert. Das ist nur moglich, wenn
die starren (und prinzipiell ins Unendliche verlangerten) Stdbe
Realisierungen Euklidischer Gerader sind, wenn die Summe der
Innenwinkel eines aus den Stédben gebildeten Dreiecks tatséchlich
(im Bogenmaf}) 7 betrigt, wenn klar definiert ist was es bedeutet,
dass zwei Stdbe , parallel* ausgerichtet werden sollen.

1905 hielt man es noch fiir selbstverstiandlich, dass die Euklidi-
sche Geometrie (zumindest im Prinzip) durch starre Stébe realisiert
werden kann. Heute wissen wir dank Einsteins spateren Untersu-
chungen, dass dies nur unter bestimmten Bedingungen und in
begrenzten Raumbereichen ndherungsweise moglich ist. Und wir
haben gelernt, dass Lichtstrahlen wesentlich leichter realisierbare
Annéherungen an Euklidische Gerade darstellen als starre Stébe.
Deshalb formulieren wir als weitere grundlegende Annahme der
Speziellen Relativitatstheorie:

C Das Geometriepostulat: Lichtstrahlen sind Realisierungen von
Geraden der von Euklid [2] beschriebenen und von Hilbert [3]
wesentlich préziser definierten Euklidischen Geometrie.
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Annahme B ist redundant formuliert. Wenn jedes Lichtsignal sich
mit der bestimmten Geschwindigkeit! V' bewegt, dann ist V selbst-
verstdndlich von der Geschwindigkeit der Quelle unabhéngig. Ein-
stein weist deshalb doppelt nachdriicklich darauf hin, weil seinerzeit
eine Hypothese von Walter Ritz diskutiert wurde, der bemerkt
hatte dass die Ergebnisse der Interferenzexperimente von Michelson
und Morley auch damit erklirt werden konnten dass die Geschwin-
digkeit des Lichts von der Geschwindigkeit der Quelle abhéngt.
Ritz’ Hypothese wurde in den folgenden Jahren — abgesehen davon
dass sie eine Fiille neuer Probleme mit sich gebracht hatte — durch
astronomische Beobachtungen ausgeschlossen. Deshalb halten wir
eine besondere Erwahnung dieser Hypothese fiir iiberfliissig.

Zweitens stort uns an Einsteins Formulierung von B, dass er vom
,Tuhenden* Koordinatensystem spricht, was leicht missverstanden
werden kann. Aus dem Zusammenhang seiner Abhandlung geht
unzweifelhaft hervor, dass nach seiner Uberzeugung die Lichtge-
schwindigkeit im Vakuum in jedem beliebigen Inertialsystem den
immer gleichen Wert ¢ hat. Deshalb formulieren wir einfacher und
klarer:

B’ Das Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit: Ein elek-
tromagnetisches Signal im Vakuum hat in jedem Inertialsystem
die gleiche Geschwindigkeit c.

Annahmen der Art A,B’,C lassen sich weder herleiten noch be-
weisen. Einstein erriet sie, wobei er sich selbstverstandlich von
den experimentellen Tatsachen in die richtige Richtung lenken lief3,
was bei Annahme B’ deutlicher sichtbar ist als bei Annahme A.
Uberpriift werden kénnen solche Annahmen nur dadurch, dass man
Schlussfolgerungen aus ihnen ableitet, die, wenn sie falsch sind,
durch Experimente widerlegt werden kénnen. Haben die Annahmen

! Wir werden in diesem Aufsatz statt Einsteins Buchstaben V fiir die Lichtge-
schwindigkeit im Vakuum den heute iiblicheren Buchstaben ¢ verwenden.
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und die aus ihnen abgeleiteten Schlussfolgerungen viele derartige
Priifungen bestanden ohne widerlegt zu werden, dann bestéirkt dies
unser Vertrauen in die Korrektheit der Annahmen, und wir bezeich-
nen solche Annahmen als Naturgesetze. Ein ,, Beweis“ im strengen
Sinn des Wortes kann aber fiir die Richtigkeit eines Naturgesetzes
mit endlich vielen Uberpriifungen nicht erbracht werden.

Da — wie wir gleich zeigen werden — aus den Annahmen B’ und C
die Lorentztransformationen abgeleitet werden kénnen, sind diese
Transformationen — aber nicht die Galileitransformationen — in allen
Gebieten der Physik anzuwenden, in denen diese grundlegenden
Annahmen gelten. Also auch in der Mechanik, nicht nur in der
Elektrodynamik.

Wenn man die Lorentztransformationen zur Umrechnung physi-
kalischer Groflen zwischen relativ zueinander bewegten Inertialsys-
temen verwendet, dann findet man regelmiBig gute Ubereinstim-
mung zwischen Theorie und Experiment.

Das Relativitétsprinzip (Annahme A) hat Einstein zur Her-
leitung der Lorentztransformationen tberhaupt nicht benétigt,
Annahmen B’ und C allein sind dazu ausreichend. Dass er ein Re-
lativitdtsprinzip an den Anfang seiner Publikation der Speziellen
Relativitatstheorie stellt, illustriert seine Motivation und seine Ge-
dankenwelt zu jener Zeit. Aber an keiner Stelle seiner Abhandlung
zieht er irgendeinen formalen Schluss daraus. Bei der Herleitung der
Lorentztransformationen stiitzt er sich — wie wir im Abschnitt 3.1
explizit Schritt fir Schritt nachverfolgen werden — ausschliefSlich auf
Annahme B’ und (die von ihm nur implizit verwendete) Annahme
C. Das Relativitatsprinzip A gehort nicht zu den Voraussetzungen
der Speziellen Relativititstheorie.?

2 Erst lange nach Abschluss dieser kleinen Arbeit wurde ich auf eine Bemer-
kung aufmerksam, die Einstein selbst elf Jahre nach Veréffentlichung der
Speziellen Relativitatstheorie machte. In einem Artikel iiber die Allgemeine
Relativitdtstheorie [4] schreibt er auf Seite 770:
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2.2. Inertialsysteme

,Jeder Korper verharrt in seinem Zustand der Ruhe oder der gleich-
méafig-gradlinigen Bewegung, wenn er nicht durch Kréafte, die auf
ihn einwirken, gezwungen wird diesen Zustand zu dndern*, schreibt
Newton in den Principia [5, Axiome, oder Gesetze der Bewegung;
Gesetz 1]. Unter duBeren , Kréften, die auf ihn einwirken® versteht
er dabei Schwerkraft, Druck, Stofl, magnetische und elektrische
Krafte, .. .. Heute wiirden wir sagen: Gravitative, Elektroschwache,
oder Starke Wechselwirkung. Kréfte, die keine dufleren Kréfte sind,

, Der Speziellen Relativitdtstheorie liegt folgendes Postulat zugrunde, wel-
chem auch durch die Galilei-Newtonsche Mechanik Geniige geleistet wird:
Wird ein Koordinatensystem K so gewahlt, dass in Bezug auf dasselbe die
physikalischen Gesetze in ihrer einfachsten Form gelten, so gelten dieselben
Gesetze auch in Bezug auf jedes andere Koordinatensystem K', das relativ
zu K in gleichférmiger Translationsbewegung begriffen ist. Dieses Postulat
nennen wir , spezielles Relativitdtsprinzip“. Durch das Wort ,,speziell“ soll
angedeutet werden, dass das Prinzip auf den Fall beschréinkt ist, dass K’
eine gleichformige Translationsbewegung gegen K ausfithrt, dass sich aber
die Gleichwertigkeit von K’ und K nicht auf den Fall ungleichférmiger Be-
wegung von K’ gegen K erstreckt. Die spezielle Relativititstheorie weicht
also von der klassischen Mechanik nicht durch das Relativitatspostulat ab,
sondern allein durch das Postulat von der Konstanz der Vakuum-Lichtge-
schwindigkeit, aus welchem im Verein mit dem speziellen Relativitdtsprinzip
die Relativitat der Gleichzeitigkeit sowie die Lorentztransformation und die
mit dieser verkniipften Gesetze liber das Verhalten bewegter starrer Kérper
und Uhren in bekannter Weise folgen.“

So ist das also gemeint: Grundlage der Speziellen Relativitatstheorie ist
einerseits das Prinzip B’ der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit, andererseits
die klassische Newton’sche Mechanik und die klassische Maxwell’sche Elektro-
dynamik. Bestandteile dieser beiden klassischen Theorien sind das Spezielle
Relativitatsprinzip A und die Annahme C der Giiltigkeit der Euklidischen
Geometrie, die deshalb zu den ,,selbstverstdndlichen“ Voraussetzungen geho-
ren, die nicht unbedingt explizit erwahnt werden miissen. Es wére interessant
zu wissen, ob Einstein diese Erlduterung als Korrektur seiner Arbeit von
1905 verstand, oder lediglich als Klarstellung einer stark missverstéandlichen
Formulierung.
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sind Tragheitskrifte. In der Allgemeinen Relativitdtstheorie wird
Einstein Tragheitskraft und Schwerkraft als identisch betrachten
(,, Aquivalenzprinzip®), in der Speziellen Relativititstheorie hélt er
aber noch an Newtons Kraftbegriff fest, nach dem die Gravitation
als dulere Kraft von Tragheitskraften zu unterscheiden ist.

Wenn in einem Bezugssystem alle Korper, auf die keine dufle-
ren Krafte einwirken, im Zustand der Ruhe oder der gleichmafig-
gradlinigen Bewegung verharren, dann ist dies Bezugssystem per
Definition ein Inertialsystem. Wenn umgekehrt in einem Bezugs-
system ein Korper, auf den keine dufleren Kréafte einwirken, sich
beschleunigt bewegt, dann ist dies Bezugssystem per Definition ein
beschleunigtes Bezugssystem, und die Kraft, die die Beschleunigung
des Korpers bewirkt, wird als Trdgheitskraft bezeichnet.

Nirgendwo in [1] benutzt Einstein den Begriff , Inertialsystem®.
In seiner Formulierung des Relativitatsprinzips spricht er lediglich
von ,zwei relativ zueinander in gleichférmiger Translationsbewe-
gung befindlichen Koordinatensystemen®. Aus dem Zusammenhang
ist dennoch klar, dass die Spezielle Relativitdtstheorie von relativ
zueinander bewegten Inertialsystemen handelt, nicht von beschleu-
nigten Bezugssystemen. Am Beginn von Teil1§1 seines Artikels
spezifiziert Einstein , ein Koordinatensystem, in welchem die New-
tonschen mechanischen Gleichungen gelten.“ Diese Einschrankung
kann man eigentlich nur so verstehen, dass er ein Koordinaten-
system meint in dem keine Tragheitskrafte wirken. Denn wenn
man Trégheitskrifte beriicksichtigt, dann gelten die Newtonschen
mechanischen Gleichungen in jedem beliebigen Koordinatensystem,
und Einsteins Formulierung ergébe iiberhaupt keinen Sinn. Indirekt
wird auch im Fortgang seiner Argumentation deutlich, dass er von
Inertialsystemen spricht, siehe Fufinote 6 auf Seite 15.
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2.3. Der Giiltigkeitsbereich der SRT

Das Prinzip B’ der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit macht kei-
nerlei Einschrankung hinsichtlich Zeitpunkt, Ort, oder Richtung
der Lichtausbreitung. Zu jeder Zeit, an jedem Ort, in jeder Rich-
tung bewegt sich ein elektromagnetisches Signal im Vakuum mit
der immer gleichen Geschwindigkeit ¢. Daraus folgt nicht, dass
auch die Zeit und der Raum homogen und isotrop sein miissen.
Denn c ist ja der Quotient des Weges, den das Licht zuriicklegt,
und des Zeitraums, den es dafiir braucht. Wenn in einer Gegend
der Raum geschrumpft wére, dann kénnte die Lichtgeschwindigkeit
dennoch den gleichen Wert wie anderswo haben, wenn nur die Zeit
in diesem Raumbereich entsprechend geschrumpft ist, Uhren also
langsamer gehen als anderswo.

Allerdings wiirden geméfl des Fermat’schen Prinzips Lichtstrah-
len, die aus der Umgebung in diesen geschrumpften Raumbereich
eintreten, gebrochen werden. Lichtstrahlen wiren also keine Rea-
lisierung Euklidischer Gerader, im Widerspruch zum Geometrie-
postulat, Annahme C. Heute kennen wir Gravitationslinsen, wir
wissen dass Lichtstrahlen am Rand der Sonne gebrochen werden.
Der Raum ist also tatséchlich nicht homogen, sondern stellenweise
geschrumpft. Die Spezielle Relativitdtstheorie gilt deshalb nicht
iiberall, sondern nur dort, wo — bzw. in dem Mafle, wie — ihre Vor-
aussetzungen B’ und C erfiillt sind. B’ gilt nach heutigem Wissen
immer und tberall genau. C ist dagegen eine Néherung, die nir-
gends in aller Strenge und Genauigkeit stimmt. Der Anwendungs-
und Giiltigkeitsbereich der Speziellen Relativitéatstheorie wird al-
so durch C definiert: Die Spezielle Relativitdtstheorie ist mit der
Genauigkeit richtig, mit der Voraussetzung C stimmt.

Wo die Spezielle Relativitatstheorie gilt, dort gibt es keine Gra-
vitationslinsen. Gravitationslinsen gibt es iiberall, wo der Raum
inhomogen und/oder anisotrop ist. Also ist der Raum {tiberall, wo
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die Spezielle Relativitdtstheorie gilt, homogen und isotrop. Die Zeit
muss in diesem Fall, als Quotient des homogenen und isotropen
Raumes und der immer und iiberall gleichen Lichtgeschwindigkeit,
ebenfalls homogen sein.

2.4. Synchronisation von Uhren

Das Prinzip B’ der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit scheint zu-
néchst unzahligen Beobachtungen der Mechanik zu widersprechen.
Andererseits legten die Experimente von Michelson und Morley
genau diese Annahme nahe. Einstein erkannte, dass die Wider-
spriiche zwischen B’ und den Erfahrungstatsachen der Mechanik
verschwinden, wenn bewegte Mafstibe kiirzer sind als ruhende
Mafstdbe, und wenn bewegte Uhren langsamer gehen als ruhende
Uhren. Wir miissen also — Einsteins Gedankengang folgend — zu-
néchst klarstellen, wie Raum, Zeit, und Geschwindigkeit zu messen
sind, und dabei besonders darauf achten ob Mafistdbe und Uhren
in Ruhe sind oder bewegt werden.

Entfernungen zwischen ruhenden Punkten sind nach Einstein wie
eh und je dadurch zu messen, dass starre Mafstédbe (z.B. Kopien
des Urmeters) aneinander angelegt werden und abgezahlt wird,
wie viele Mafistdbe mindestens angelegt werden miissen um die
Entfernung zwischen einem Punkte r, und einem Punkt r; zu
iiberbriicken. Prinzipiell gleichwertig konnen wir Einsteins starre
Ma#Bstébe auch durch folgendes Verfahren?® ersetzen: Wir senden
von r, ein elektromagnetisches Signal in Richtung r,. Am Punkt
rp wird das Signal durch einen Spiegel nach r, zuriickreflektiert.
Die Zeit 44, die das Signal fiir den Weg von r, nach r, und zuriick
braucht, wird mit einer Uhr gemessen, die am Punkt r, ruht. Da

3 Die derzeit (2010) geltende Vereinbarung [6] besagt: ,, Das Meter ist die Linge
der Strecke, die Licht im Vakuum wihrend der Dauer von (1/299 792 458)
Sekunden durchlauft.“
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die Geschwindigkeit des Signals nach Annahme B’ gleich ¢ ist,
ergibt sich fir die Lichtlaufzeit

2-D
taba = —— mit D = Distanz zwischen r, und r, . (1)
c

Die Distanz zwischen 7, und 7 ist dann®

1 7faba

D=3 Sorunde

299792 458 Meter . (2)

Ebenso einfach ist die Messung der Zeit. Sie wird gemessen
durch Abzéihlen periodischer Vorgénge, z.B. der Schwingungen der
Unruhe einer Armbanduhr, oder der Schwingungen eines Mikro-
wellenresonators welcher auf den 9.192 631 770 GHz-Ubergang im
atomaren Grundzustand von '33Cs abgestimmt ist.* Auch hier ist
die wichtige Einschrankung zu beachten: Die Uhren miissen sich
im verwendeten Koordinatensystem in Ruhe befinden.

Problematisch wird es bei der Messung von Geschwindigkeiten.
Die durchschnittliche Geschwindigkeit v eines Objekts, das sich
zur Zeit tg vom Ort r, aus in Richtung r, bewegt und dort zur
Zeit t1 eintrifft, ist

v mit D = Distanz zwischen 7, und 7, . (3)

ot —to
Das Problem entsteht dadurch, dass wir den Zeitpunkt von Ereig-
nissen mit Uhren messen wollen, die sich am Ort der Ereignisse in
Ruhe befinden. Der Start des Objekts am Ort r, ist ein Ereignis,
und das Eintreffen des Objekts am Ort 1}, ist ein zweites Ereignis.
Und wir haben den Verdacht — der im Folgenden auch bestétigt

* Nach der derzeit (2010) geltenden Vereinbarung [6] ist die ,, Sekunde das
9192631 770-fache der Periodendauer der dem Ubergang zwischen den beiden
Hyperfeinstrukturniveaus des Grundzustandes von Atomen des Nuklids **3Cs
entsprechenden Strahlung.“
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wird — , dass bewegte Uhren anders gehen als ruhende. Deshalb
muss die Zeit ¢y mit einer Uhr gemessen werden, die sich am Ort
rq in Ruhe befindet, und die Zeit t; muss mit einer Uhr gemessen
werden, die sich am Ort r, in Ruhe befindet. Nun ist es kein Pro-
blem, bei r, und 7} je eine Uhr aufzustellen, aber eine brauchbare
Messung der Geschwindigkeit wird nur gelingen, wenn die beiden
Uhren synchronisiert sind. Man kann die Synchronisation nicht
dadurch erzielen, dass man mehrere Uhren an einem Ort versam-
melt, sie synchronisiert, und dann zu verschiedenen Standpunkten
transportiert. Denn jeglicher Transport zerstort die Synchronisati-
on von Uhren. 1905 konnte Einstein diese Tatsache nur indirekt
erschlieflen, seit den Siebziger Jahren des 20. Jahrhunderts ist der
direkte experimentelle Nachweis moéglich und mehrfach gefiihrt
worden.

Wollte man alternativ beide Ereignisse, den Start bei r, und das
Eintreffen bei r, mit derselben Uhr — beispielsweise der am Punkt
rq ruhenden Uhr — messen, so brauchte man zusétzlich ein Signal,
welches das Ereignis vom Punkt 7, zum Punkt r, meldet, und eine
Theorie der Ubertragungszeit die dieses Signal benétigt. ,, Aber so
ein Signal mit bekannter Ubertragungsgeschwindigkeit ¢ haben wir
doch in Form von Lichtsignalen“ konnte man im ersten Moment
denken. Das stimmt aber nicht, wir wissen (oder vermuten) ledig-
lich, dass ¢ eine wohldefinierte Naturkonstante ist, aber wir kennen
nicht ihren Zahlenwert.® Der in FuBnote 3 auftauchende Zahlenwert
299 792 458 ist Teil der Definition des Meters, er ist kein Messwert.
Trotzdem sind wir mit der Analogie zur Entfernungsmessung auf
der richtigen Spur. Das von Einstein vorgeschlagene Verfahren [1]
zur Synchronisation von zwei Uhren, die sich in einem Inertialsys-
tem an den Orten r, und 7, in Ruhe befinden (sich also weder

® Natiirlich kennen wir den Wert der Lichtgeschwindigkeit so ungefihr, aber
es geht hier ums Prinzip!
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relativ zueinander noch relativ zum Inertialsystem bewegen), ist
dem Verfahren zur Entfernungsmessung sehr dhnlich:

Wenn die Uhr am Ort r, die Zeit tg anzeigt, wird von r, ein
Lichtsignal in Richtung r, emittiert. Durch einen Spiegel am Ort
rp wird das Signal in Richtung r, reflektiert. Im Moment der
Reflektion zeigt die Uhr am Ort 7, die Zeit t; an. Das reflektierte
Signal wird am Ort r, detektiert. Im Moment der Detektion zeigt
die Uhr am Ort r, die Zeit to an.

Da das Signal die Distanz D zwischen r, und r, nach dem
Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit (Annahme B’) auf
dem Hin- und Riickweg gleich schnell — ndmlich mit der in jedem
Bezugssystem gleichen Geschwindigkeit ¢ — durchlauft, muss auch
die
Weg

Lichtlaufzeit =
reibattizer Geschwindigkeit

von Hin- und Riickweg gleich sein, also
D
li—to=—=ta— 1 (4a)
c

gelten. Zur Synchronisation sind die Uhren deshalb auf

b = %(tg +t0) (4b)

einzustellen.

Beilaufig ergibt sich aus diesem Verfahren eine Definition des
Begriffs ,, gleichzeitig®. Ein Ereignis mit den Raumzeitkoordinaten
(tas Tas Yas 2a) ist per Definition gleichzeitig mit einem Ereignis mit
den Raumzeitkoordinaten (ty, zp, yp, 25), wenn Uhren, die gemaf
(4) synchronisiert sind, an den beiden Raumzeitpunkten die gleiche
Zeit anzeigen.

Da die Synchronisation nur innerhalb eines Inertialsystems defi-
niert ist, aber nicht zwischen zwei Inertialsystemen die sich relativ
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zueinander bewegen, ist auch der Begriff , gleichzeitig” nur in-
nerhalb eines Inertialsystems definiert, aber nicht zwischen zwei
Inertialsystemen die sich relativ zueinander bewegen. Wir werden
sehen, dass zwei Ereignisse, die in einem Inertialsystem gleichzeitig
stattfinden, in einem relativ dazu bewegten Inertialsystem nicht
gleichzeitig sind, siehe Seite 31.

3. Schlussfolgerungen

3.1. Ableitung der Lorentztransformationen aus den
Annahmen B’ und C

Wir wollen zeigen, dass aus den beiden Postulaten

B’ Das Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit: Ein elek-
tromagnetisches Signal im Vakuum hat in jedem Inertialsystem
die gleiche Geschwindigkeit c.

C Das Geometriepostulat: Lichtstrahlen sind Realisierungen von
Geraden der von Euklid [2] beschriebenen und von Hilbert [3]
wesentlich préziser definierten Euklidischen Geometrie.

ohne Zuhilfenahme eines zusétzlichen ,, Relativitdtsprinzips“ die
Lorentztransformationen abgeleitet werden kénnen. Wir folgen
dabei genauestens Einsteins Darstellung [1]. Einstein hat also bei
der Herleitung der Lorentztransformationen keinen Gebrauch vom
,» Relativitatsprinzip* gemacht.

Ein Inertialsystem, das wir durch einen Strich’ kennzeichnen,
bewege sich relativ zu einem anderen Inertialsystem, das in unserer
Notation keinen Strich tragt, mit der gleichmafigen Geschwindig-
keit v in eine beliebige Richtung des dreidimensionalen Raumes.

Im ungestrichenen System definieren wir ein rechtwinkliges kar-
tesisches Koordinatensystem so, dass seine x-Achse parallel und
gleichgerichtet zur Relativgeschwindigkeit v des gestrichenen Ko-
ordinatensystems ist. Die Komponenten der Geschwindigkeit v
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des gestrichenen Koordinatensystems, gemessen im ungestrichenen
System, sind also

(Vz, vy, v2) = (v,0,0) . (5)

Die y- und z-Achsen des ungestrichenen Koordinatensystems wer-
den beliebig festgelegt, ebenso sein Nullpunkt.

Im gestrichenen Inertialsystem definieren wir ebenfalls ein recht-
winkliges kartesisches Koordinatensystem, das im gestrichenen
System in Ruhe ist. Seinen Nullpunkt positionieren wir beliebig.
Seine z’-Achse orientieren wir parallel und richtungsgleich zur un-
gestrichenen z-Achse, die y’-Achse parallel und richtungsgleich zur
y-Achse, und die z’-Achse parallel und richtungsgleich zur z-Achse.%

Gesucht ist die Umrechnung zwischen den Koordinaten-Quadru-
peln (¢, z,y,z) und (¢, 2', v/, 2’). Dazu bestimmte Einstein zunéchst
die gestrichene Zeit als Funktion der ungestrichenen Koordinaten,
also t'(t, z,y, 2).

Ein Lichtsignal werde beim Raumzeitpunkt

(té]vxé)vyévz{)) = (tO;anQOaZO) (6)

parallel zur positiven z’- bzw. z-Achse gestartet. Bei (t's, 'y, y0, 20)
trifft das Signal auf einen Spiegel, der es zuriick in Richtung der
Quelle reflektiert. Der Spiegel ist im gestrichenen System fixiert,
bewegt sich also im ungestrichenen System mit der Geschwindigkeit
v in z-Richtung.

Im ungestrichenen System hat der Spiegel zur Zeit tg die Koor-
dinaten (tg, s, Yo, 20). Zu einer beliebigen Zeit t hat er die Koordi-
naten (t,xg + v(t — o), yo, 20). Das Lichtsignal erreicht den Spiegel

5 An dieser Stelle machte Einstein implizit davon Gebrauch, dass es sich
bei beiden Koordinatensystemen um Inertialsysteme handelt. Andernfalls
wére der Raum nicht euklidisch, und man koénnte die Koordinatenachsen
nicht ,, parallel ausrichten, denn es wire nicht einmal klar was der Begriff
,,parallel“ iberhaupt bedeuten soll. Dieser Zusammenhang war Einstein 1905
natiirlich noch nicht bekannt.
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zur Zeit tg des ungestrichenen Systems. Die z-Koordinate des Spie-
gels ist in diesem Moment zg + v(tg — tg). Die Geschwindigkeit ¢
des Signals ist in beiden Koordinatensystemen nach Annahme B’
gleich. Der Weg, den das Licht im ungestrichenen System von der
Quelle bis zum Spiegel zuriicklegen muss, ist grofler als g — xg,
weil der Spiegel sich kontinuierlich entfernt. Gréflerer Weg und
gleiche Geschwindigkeit ergibt langere Lichtlaufzeit. Die Zeit, die
das Signal im ungestrichenen System fiir den Weg von der Quelle
bis zum Spiegel bendétigt, ist

rs + v(tg — t()) — X0

tg —1g =
c
c(ts —to) —v(ts — to) = s — g
tS_tO:M' (7)
c—v
Daraus folgt
t (Dt +M (8&)
c—v
(1) x5 — Xo
tg —1tg) =v—m . 8b
olts —to) Lo 5= (3D)

Der Raumzeitpunkt, in dem das Signal den Spiegel erreicht, ist
demnach in den beiden Koordinatensystemen:

(ts,f’JSayOazo) (ts,zs + v(ts —to), Y0, 20) =
rg — & rg — &

D0+ g 4 0 ) (9)
C—v CcC—

Bei (t'4, x(, Y, 20) erreicht das reflektierte Signal einen im ge-
strichenen System ortsfesten Detektor, und wird registriert. Im
ungestrichenen System hat das Lichtsignal vom Spiegel zum De-
tektor einen kiirzeren Weg als xg — g zuriickzulegen, weil ihm
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der Detektor mit der Geschwindigkeit v entgegen kommt. Folglich
erhalten wir fiir den Riickweg des Lichts im Nenner ¢ + v, wo
wir beim Hinweg in (9) ¢ — v hatten. Folglich ist in den beiden
Koordinatensystemen der Raumzeitpunkt, in dem das Signal den
Detektor erreicht,

(s, 20, Y6, 20) = (ta,xo +v(ta — to), Yo, 20) =

rq — X rq — I
z(to+s 0 Ts o’

c—v c+v
rg — T rq — I
xo—i—v( S0, 28 0>,y0,2’0) . (10)
c—v c+v

Im Folgenden wollen wir die Funktion t'(¢,x,y,2) finden. Wir
kennen ihren Wert bereits fiir drei Raumzeit-Punkte:

r (6)

tO = t/(to,l‘o,yQ,ZQ) (11&)
9 — J—
tg gzt'<t04—ax;x0,m5-+»vak;xo,yg,zg> (11b)
c—v c—v
10 — —
v, (20) s <tOJr TS~ %o | Ts wo’
c— c+wv
rg — X rs — T
IL'O+U< 5 0 + 5 0) 73/0,«20) (11C)
c—v c+v

Es ist typisch fiir Einstein, dass er nicht versuchte unmittelbar die

allgemeine Funktion ¢'(¢, x,y, z) anzugeben, sondern zunichst die

Differentialquotienten %—tt, ‘g—tx, g—t, g—t ermittelte. Das tat er recht
y z

trickreich dadurch, dass er infinitesimal ,, am Spiegel wackelte®,

d.h. die Ableitung 8‘9;/5 untersuchte:

iﬂ_@iﬂﬁt+87t’3x ot' oy ot 0z
drg Ot dxg OxOxrs Oydxrg 0z dxg

/
% (12a),(11a) 0 (12b)

(12a)

Oxg
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Oxg 8tc—v+% c—v

oty (12a),(11c) Ot 1 1 ot v v
A £AN - -— 12
Oxg ot <c—v+c+v>+0x<c—v+c+v> (12d)

/ / /
Ot (12a),(11b) ot 1 ot <1+ v ) (12¢)

Nun benutzte Einstein (12), um die Synchronisationsbedingung
der Uhren im gestrichenen System nach xg abzuleiten:

oty (4b) o [1
Drs G ( (tA+t0)>

o 1 ot v (12¢),(12d),(12b)
o (1 =
8tc—v+3:v< +c—v)

_18t’< 1 N 1 >+18t'< v N v >
C20t\ec—v  cHw 20r \c—v c+v
18t’< 1 1 > 18t’< v v )
il R -7 _9_

20t \c—v c+w 20z \c+wv c—v

8t’<c+v—c+v> o' (v(c—v)—2(c2—02)—v(c+v)>

ot c? — 2 oz 2 —?
v ot ot
"2 o (13)

Damit sind die Differentialquotienten % a—t und at gefunden, und
bemerkenswerterweise hangen sie Vonelnander ab‘ Um auch noch

! / . .
g—ty und g—tz festzustellen, senden wir vom Raumzeitpunkt

(t67x67y672()) = (t()ax()ayOaZO) (14)

ein Lichtsignal in Richtung der 3’-Achse zu einem Spiegel, der orts-
fest im gestrichenen System an der Stelle (¢, (), %, z;) montiert
ist. Im ungestrichenen System hat dieser Spiegel die zeitabhéngigen
Koordinaten (¢,z9 4+ v(t — t9), ys, 20). Wir nutzen Annahme B’,
und setzen fiir die Geschwindigkeit des Signals in beiden Bezugs-
systemen den Wert ¢ ein. Wieder ist zu beachten, dass die Laufzeit
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ts — to des Signals von der Quelle bis zum Spiegel im ungestriche-
nen System grofler ist als (ys — yo)/c, weil sich der Spiegel in -
Richtung bewegt wahrend das Signal unterwegs ist. Das Signal
muss also einen ldngeren , schriagen” Weg zuriicklegen, und seine
Laufzeit von der Quelle bis zum Spiegel kann mit dem Satz von
Pythagoras berechnet werden:

Alts —to)? = (ys — yo)* + v3(ts — to)?
Ys — Yo (15)

tg — 1o =
2 _ 2

Damit sind die Raumzeitkoordinaten des Signals in dem Moment,
wo es beim Spiegel eintrifft:

(t/]\/[,JTé],y}\/[,Zé) = (16)
Ym — Yo Ym — Yo
= (to + \/ﬁﬁo +v(to + ﬁ)?vazO)

Am Spiegel wird das Signal reflektiert, und dann von einem Detek-
tor registriert, der im gestrichenen System ortsfest an der Stelle
(t', 20, y), 2(,) angebracht ist. Die Raumzeitkoordinaten des Signals
in dem Moment, wo es beim Detektor eintrifft, sind

Ys — Yo

\/ﬁ)’ Y0, 20)-
(17)

ys_y02,xo+v(to+2

Uy, uh, 2h) = (to + 22220
(A 0> Yo 0) ( m

Wieder fand Einstein die gesuchten Differentialquotienten durch
, Wackeln am Spiegel“, d.h. er untersuchte die Ableitungen von ¢’
nach yg:

/

g;(; =0 (18a)
/ / / /

oty ot 1 ot w ot (18h)

3ys_a«/c2—02+£«/02—v2+37y
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oty ot 2 at’ 20

dys Ot /2 83: Nz
Mithilfe von (18) ldsst sich die Synchronisationsbedingung (4b)
nach yg ableiten:

(18c¢)

(;:St’ W ai @(t;l +t6))

ot’ 1 8t’ v 875’ (18b),(18¢),(18a)

ot \/m oz \/ﬁ

ot’ 2 at' 2v
(8t \/7 Ax /2 — o2 )

ot
! 19
5 (19)
Auf die gleiche Weise findet man auch
ot
— =0. 20
P (20)

Wir kennen jetzt die Ableitungen von ¢’ nach den ungestrichenen
Koordinaten ¢, x,y, z. Durch Einsetzen priift man nach, dass der
Ansatz

t’—tézv(t—to—v(w;x())> (21)

die Gleichungen (13), (19) und (20) erfiillt. + ist dabei eine unbe-
kannte Funktion, die nicht von ¢, z, y, 2 und auch nicht von xg oder
ys abhéngt, denn sonst wére (21) keine Losung von (13), (19) und
(20). v kann aber von v abhéngen, und es wird sich herausstellen
dass dies tatséchlich der Fall ist. Die Konstanten t{, , ¢y , und z sind
durch die Randbedingung (¢, x4, yo, 20) = (to, Zo, Yo, 20) festgelegt.

Mit (21) ist die Transformation der Zeitkoordinaten gefunden
(wobei v noch zu bestimmen ist). Um die Transformation der Raum-
koordinaten zu konstruieren, nutzte Einstein nochmals Annahme
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B’, nach der die Geschwindigkeit ¢ eines Lichtsignals im Vakuum
in beiden Systemen gleich grof3 ist. Wir senden vom Raumzeit-
punkt (¢4, 20, yo, 20) = (to, Zo, Yo, 20) ein Lichtsignal in z-Richtung
(= 2/-Richtung). Die 2/-Koordinate des Signals zur Zeit ¢’ ist

¥ =c(t —ty) + [ , (22a)
die z-Koordinate des Signals zur Zeit ¢ ist
x=c(t—ty)+xo . (22b)

Einsetzen von (22) in (21) ergibt

C C

o —xy (:U —x9 we(t— to))
c 2

' — x zy(m—xo—v(t—to)) . (23)
Vom Raumzeitpunkt (¢, xg, o, 20) = (t0,20,%0,20) senden wir

jetzt ein Lichtsignal in 3’-Richtung. Die y/-Koordinate des Signals
zur Zeit t' ist

Y =c(t' —to) + vy (24)
und seine z-Koordinate zur Zeit t ist
x=uv(t—to) + o . (25a)

WEeil das Signal mit der Geschwindigkeit ¢ im ungestrichenen Sys-
tem einen ,schiefen“ Weg lauft, erhédlt man mit dem Satz des
Pythagoras fiir seine y-Koordinate

Y=o = [t —t0)? — (& —20)? =) (VE—?)(t —to) .
(25b)
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Einsetzen von (24) und (25a) in (21) ergibt

/ / 2
Y —Y% _ _ _U(t—to)
=qft-te- =), (26)
woraus durch Einsetzen von (25b)
2(_Y—¥o
v —% _ ( y—y Y (Fz_ﬂ))
c 7 c? — 2 c?

y’—y():v(\/l—f)(y %) (27)

folgt. Vollig analog findet man

z/—z{)—’y(\/l—zz)(z—zo). (28)

Wir stellen die gefundenen vier Transformationsgleichungen hier
nochmals tibersichtlich zusammen:

¢ — ¢ @y (t o — 1)(3:6—2@0)) (29a)

x —xg(—)'yx—:co—v(t—to (29b)

(27) v
v =y = (\/ 2) Y = ¥o) (29¢)
2 — 2 @) ( 1-— ) (z — 20) (29d)

Hllt thanyOaZO thanyOWZO)
mit y: noch unbekannt, siehe (31)!

Die abschlielende Aufgabe ist die Bestimmung von . Einstein
16ste sie dadurch, dass er mit (29) die gestrichenen Koordinaten in
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ein zweigestrichenes Koordinatensystem transformierte, das sich
in 2’-Richtung des gestrichenen Koordinatensystems mit der Ge-
schwindigkeit v bewegt. Seine z”-Achse ist parallel und richtungs-
gleich zur x’-Achse, seine y”-Achse ist parallel und richtungsgleich
zur y'-Achse, seine z”-Achse ist parallel und richtungsgleich zur z’-
Achse:

- tg (Qia) v (t/ _ t6 _ U/(x, — 336))

2
(20D) .2 (t—to B v(:cc—Qa?o) B v’(x—moc—Qv(t—to)))
:72 ((t—to) <1_ _CUQ/U> B (U+v’)c(2x—xo)> (30a)

29b
2" — xf (250) (o' —xf — o' (¢ —tp))

(29a)

=’ ~? m—xo—v(t—to)_d(t_to_?mc_?xo)))

= (=) (1= 257) ~ @+t~ 1)) @0b)

29¢ v'?
y”—y8(=)7< 1—02) (v — o)
29¢ v'? v?
(:)72( 1—02)( 1—02)(9—110) (30c)

12
2" — 2 (284) v ( 1-— 1;2) (2 = 2p)
(29d) v'2 v2

mit (tg7$87ygazg) = (t67x67y6726) - (t()ax(by()uZO)
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Der Trick ist nun, v = —v zu wahlen. Bei dieser Wahl miissen
die zweigestrichenen Koordinaten gleich den ungestrichenen sein,
denn das ist ja genau die Riicktransformation vom gestrichenen
ins ungestrichene Koordinatensystem. Daraus folgt

/7_1 = 1—-= ) (31)

und aus (29) ergeben sich die bekannten Lorentz-Transformationen:

t—to—v(x — 2
poy =t v@ —mo)/e (32a)

V1—0v2/c?

x —x9 — v(t — to)

/ r
x—xy = NI (32b)
Y ==Y~ (32¢)
2 —z2h=2—2 (32d)

mit (%@6796726) = (t07x07y0720)

Jetzt wollen wir die Invariante der SRT herleiten. Dazu multipli-
zieren wir (32a) mit dem konstanten Faktor ¢, und quadrieren sie.
(32b) quadrieren wir ebenfalls. Dann ziehen wir die zweite dieser
beiden Gleichungen seitenweise von der ersten ab:

Auflerdem gilt
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(32¢)

W —4)? = (y—w)? (33b)

(2 — 2p)? (2 (z — 20)% . (33c)

Die Gleichungen (33) gelten wenn sich das gestrichene Koordinaten-
system parallel zur x-Achse des ungestrichenen Koordinatensystems
bewegt. Es ist plausibel, dass bei einer Relativbewegung der beiden
Koordinatensysteme in beliebige Richtung die allgemeine Regel

A — 1) — (&' — ) = (4 — o) — (¢ — ) =

= (t—t0)” — (x —20)* — (y —w0)* — (2 — 20)° (34)

gilt. Den Beweis ersparen wir uns. (34) ist die grundlegende Invari-
ante der Speziellen Relativititstheorie. Minkowski” schlug vor, (34)
als invariantes Abstandsquadrat in einem als ,, Raum-Zeit“ bezeich-
neten vierdimensionalen Raum zu betrachten. Wahrend im dreidi-
mensionalen Euklidischen Raum das Abstandsquadrat (z — x9)% +
(y—v0)?+ (2 — 20)? der Punkte (z,v, 2) und (20, yo, 20) invariant ist
und in allen Koordinatensystemen den gleichen Wert hat, ist in der
vierdimensionalen Raum-Zeit der Speziellen Relativititstheorie das
Abstandsquadrat c(t —t9)? — (z — 20)% — (y — v0)? — (2 — 20)? der
Punkte (ct, x,y, z) und (cto, zo, yo, 20) invariant, und hat in allen
Koordinatensystemen den gleichen Wert. Der Minkowski-Raum der
Speziellen Relativitdtstheorie ist kein Fuklidischer Raum, weil die
Quadrate in (34) nicht alle das gleiche Vorzeichen haben. Vielmehr
wird durch (34) eine hyperbolische Metrik definiert.

Wir multiplizieren (32a) mit dem konstanten Faktor ¢, und
fassen die Komponenten von (32) zu Vierervektoren zusammen.
Dann koénnen wir (32) in Matrixform schreiben:

7 Hermann Minkowski (1864 -1909)
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ct’ — ct, ct — cty
r .
x/ :179 = Am—boost L (35)
Y — % Y—Yo
2 — 2 Z2— 29
Die Transformation
—v/c
\/1 (v/c) \/l (v/c)? 00
—v/e L 0 0
Az boost = \/1 (v/e)? \/1—(1)/0)2 (36&)
0 0 10
0 0 0 1

wird als ,,Lorentzboost” in xz-Richtung bezeichnet. Allgemeine Lo-
rentztransformationen konnen Boosts in beliebige Richtungen und/
oder rein rdumliche Drehungen darstellen. Ohne Herleitung geben
wir die Lorentztransformationen fiir eine Drehung des Koordina-
tensystems um die z-Achse

1 0 0 O
|0 cos¢p sing O
Asror = 0 —sing cos¢ 0 (36D)
0 0 0 1
und eine Drehung des Koordinatensystems um die z-Achse
10 0 0
0 1 0 0
Aa-ror 0 0 cosy siny (36¢)
0 0 —sinvy cos®y

an. Jede beliebige raumliche Drehung des Koordinatensystems lasst
sich darstellen durch Hintereinanderschaltung einer Drehung um die
z-Achse, dann einer Drehung um die neue x-Achse, und schliefflich
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einer Drehung um die neue z-Achse. Einen Lorentzboost in beliebi-
ger Richtung konnen wir dadurch darstellen, dass wir zunéchst die
x-Achse in die Boostrichtung drehen, dann den Boost mithilfe von
(36a) durchfithren, und schliefilich die Achsenrichtungen wieder
zuriickdrehen. Jede beliebige Lorentztransformation kann also aus
(mehrfacher) Hintereinanderschaltung der drei Transformationen
(36) zusammengesetzt werden.

Die Lorentztransformationen folgen aus den beiden grundlegen-
den Annahmen B’ und C. Man kann sagen: B’ und C sind die phy-
sikalische Formulierung der Speziellen Relativitdtstheorie, wahrend
die Transformationen (36) sowie die aus diesen Transformationen
folgende Invariante (34) ihre mathematische Formulierung bilden.

Das Relativitétsprinzip A ist keine Voraussetzung der SRT (Ein-
stein hat sie an keiner Stelle der Herleitung der Lorentztransfor-
mationen benutzt), wohl aber eine korrekte Schlussfolgerung aus
ihr.

3.2. Addition von Geschwindigkeiten

Ein gestrichenes Koordinatensystem bewege sich relativ zu einem
ungestrichenen Koordinatensystem mit der Geschwindigkeit v in x-
Richtung. Ein zweigestrichenes Koordinatensystem bewege sich re-
lativ zum gestrichenen Koordinatensystem mit der Geschwindigkeit
v" in 2’-Richtung. z-Richtung und z’-Richtung seien identisch. Dann
bewegt sich das zweigestrichene Koordinatensystem relativ zum
ungestrichenen Koordinatensystem mit der Geschwindigkeit v” in
2-Richtung. Die Newton’sche Mechanik nimmt an, dass v = v/ +v
ist. Nach der Speziellen Relativitdtstheorie werden Geschwindig-
keiten aber anders addiert, v” # v’ + v. Wir untersuchen jetzt, wie
Geschwindigkeiten relativistisch korrekt addiert werden.

Die Lorentztransformationen (32) werden fir das zweigestrichene,
das gestrichene, und das ungestrichene System:
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v —ty — V(2 — ) /*
V1—v72/c2

t—to—v(x —20)/c® — V' (x — 20 — V(t —1t0))/C?

" —ty =

- V1—=0v2/c2 /1 —v?]c? (87)
ol = = a0t —tp) _
_ T @ — v(t —to) —v'(t — to — v(z — x0)/c?) (37h)
V1=0v2/c2 /1 —v?]c?
V' -y =y %=y (37¢)
2= =2 -y =2—2 (37d)

mit (tg? 5”6/7 Z/g» Z(,)/) = (t67 LL‘6, y67 26) = (th Zo, Yo, ZO)
Alternativ kénnen wir mit (32) auch direkt die Lorentztransforma-
tion der Raumzeitkoordinaten vom ungestrichenen zum zweigestri-
chenen System angeben:
t—to —v"(x — x0)/c?
pr g = 12t~ V@ —20)/ (38a)

/102

x—xg—0"(t —tg)

" "o
' —xy = N (38b)
Y~y =y~ (38¢)
2= =2— 2 (38d)

mit (tg, 2q, Yo, 20) = (to, To, Yo, Z0)

Wir teilen (37a) seitenweise durch (37b):
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" —ty  t—to—v(z—x0)/c* =V (x — w0 —v(t —t0))/*
" —axf  x—x0—v(t—ty) — V' (t —to — v(z — x0)/?)
(t —to)(c® +v'v)/c? — (v+ V) (x — 0)/c? _
(x — x)(c® + v'v) /2 — (v+ V) (t — to)
t—to— (x —20)(v+ ) /(2 +v'v)

= 39
T — 10— (t— t)2(v + ) /(@ + V) (39)
Wir teilen (38a) seitenweise durch (38b):
t"—th  t—ty— (z—xo)"/C?
' —al Tz —a— (t —to)v" (40)
0 0 0
Der Vergleich von (40) und (39) ergibt sofort
” v+
e (41)

Fiir kleine Geschwindigkeiten (vv'/c)? < 1 geht (41) in den New-
ton’schen Wert v” =~ v/ + v iiber. Interessanter ist die Addition
grofler Geschwindigkeiten. Fiir v = v' = 0.9¢ finden wir

n_ 0.9c+0.9c

~ 0.9945¢ # 1.8¢ . 42
osL 09945 £ 1.8¢ (42)

Egal wie nahe die Geschwindigkeiten v und v’ der Geschwindigkeit
c von Licht im Vakuum kommen, ihre relativistische Summe bleibt
immer kleiner als die Lichtgeschwindigkeit c.

3.3. Zeitdilatation, Langenkontraktion

Das gestrichene Koordinatensystem bewegt sich mit der Geschwin-
digkeit v in z-Richtung des ungestrichenen Koordinatensystems.
Eine im gestrichenen System am Ort z/y, /4, 24 ruhende Uhr hat
zum Zeitpunkt ¢y die Raumzeitkoordinaten (¢4, /4,9, 2 ), zum
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Zeitpunkt t’; die Raumzeitkoordinaten (¢, 2'y,y/4,2’4) . An beiden
Raumzeitpunkten befinden sich auch Uhren die im ungestrichenen
System ruhen, insgesamt arbeiten wir also mit drei Uhren. Die bei-
den ungestrichenen Uhren sind gemé&fl Abschnitt 2.4 synchronisiert,
und haben in den Momenten wo sie jeweils mit der gestrichenen Uhr
zusammentreffen die Koordinaten (t4,24,y4, 24) beziehungsweise
(t,zB,YB,2B). Die zwischen den beiden Zeitpunkten verstrichene
Zeit ist nach (32a)

_tp—ta—v(xp — r4)/c?

tp—th =
\V1—v2/c?

tg —ta — U(:UA +v(t3 — tA) — :UA)/C

:(tB—tA)m < (tB_tA) ) (43)

,woraus folgt, dass die Angabe der [bewegten| Uhr (im ruhenden
System betrachtet) pro Sekunde um (1 — /1 — (v/V)?) Sek. [...]
zuriickbleibt.“ schreibt Einstein [1].

Die Verlangsamung bewegter Uhren wird als Zeitdilatation be-
zeichnet. Da die Lichtgeschwindigkeit c als Quotient von Wegstrecke
und Zeitintervall in jedem Bezugssystem gleich ist, muss es einen
der Uhrenverlangsamung entsprechenden Effekt der Raumschrump-
fung geben. Er wird Langenkontraktion genannt:

Wir betrachten einen Stab, der im gestrichenen Koordinatensys-
tem ruht, und die Linge L’ hat. Sein eines Ende hat zu beliebigen
Zeiten ¢’ die Koordinaten (t','y,v/y, 2/4), das andere die Koordina-
ten (', 25, y5, 25). Um die Lange L des Stabes im ungestrichenen
Koordinatensystem (in dem der Stab sich mit der Geschwindigkeit
v in z-Richtung bewegt) zu messen, miissen wir die Position seiner
beiden Enden gleichzeitig, etwa zur Zeit t,,, messen. In diesem
Zeitpunkt haben die Stabenden die Koordinaten (t,,,z4,y4,24)

2
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und (¢, 2B, Y8, 28)- Die Komponenten von L' bzw. L konnen wir
mit (32) sofort angeben:

L;:xjg—x;‘:mB_:EA_v(tm_tm): L,

/1 —v2/c? \V1—v2/c?
Ly =L /1—-v%/c2 <L (44a)

Ly=yp—ya=1yp—va=1L, (44b)
L,=zp—z2a=25—24=1L, (44c)

Im Fall v # 0 und L, > 0 ist also L' > L. L' ist die Liange des
Stabes gemessen in dem Koordinatensystem in dem der Stab ruht,
L ist die Lange des Stabes gemessen in dem Koordinatensystem
in dem der Stab bewegt ist. Die Liange des bewegten Stabes ist
kleiner als die Lénge des ruhenden Stabes, obwohl es sich selbst-
verstdndlich jederzeit um den identischen Stab handelt! Wie ist
das moglich? Ein Kollege, der sich mit dem gestrichenen System
bewegt, sich also relativ zum Stab in Ruhe befindet, gibt uns den
entscheidenden Hinweis: ,, Ihr habt die Position der beiden Staben-
den zu verschiedenen Zeitpunkten gemessen.“ Betrachten wir also
mithilfe von Gleichung (32a) nochmals den Zeitpunkt ¢,, unserer
Messung;:

tm — to — v(xA — 10)/C?

thoa—1ty =
ma ~ ' NoErrr
vy tm —to — v(xB — 20)/?
mB ' iy
g —v(xa —xB)/C? <0falls xg > zp (45)
mA - mB V1 —0v2/c2 >0 falls x4 < zp
Tatsachlich, nach der Zeitangabe einer Uhr, die im gestrichenen
System ruht, haben wir die Position des vorderen Stabendes zu frith
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und/oder die Position des hinteren Stabendes zu spét gemessen.
Der Unterschied im Messergebnis ist demnach auf die Definition der
Gleichzeitigkeit im Abschnitt 2.4 zuriickzufithren. Und die folgte
aus dem dort beschriebenen Synchronisationsverfahren, welches
wiederum auf Annahme B’, dem Prinzip der Konstanz der Lichtge-
schwindigkeit beruht. Es ist also letztlich dieses Prinzip, das dazu
fiihrt dass Ereignisse, die in einem Bezugssystem gleichzeitig sind,
in einem dazu bewegten Bezugssystem nicht gleichzeitig sind.

,, Ein starrer Korper, welcher in ruhendem Zustande ausgemes-
sen die Gestalt einer Kugel [mit dem Radius R] hat, hat also in
bewegtem Zustande — vom ruhenden System aus betrachtet — die
Gestalt eines Rotationsellipsoides mit den Achsen

'U2
Ryl = 5. RR

Wiéhrend also die Y- und Z-Dimension der Kugel (also auch je-
des starren Korpers von beliebiger Gestalt) durch die Bewegung
nicht modifiziert erscheinen, erscheint die X-Dimension im Ver-
héltnis 1 : /1 —v2/V? verkiirzt, also um so stérker, je grosser
v ist. Fir v = V schrumpfen alle bewegten Objekte — vom ,,ru-
henden* System aus betrachtet — in flichenhafte Gebilde zusam-
men.“ schreibt Einstein [1], wobei er mit V' die Lichtgeschwindigkeit
im Vakuum meint, wofiir wir den Buchstaben ¢ verwendet haben.

Zu warnen ist vor dem missverstandlichen Wort ,,erscheinen®,
das den Eindruck erwecken kénnte es handele sich um eine Art kor-
rigierbaren Parallaxenfehler oder eine optische Tduschung. Bewegte
Objekte sind aber wirklich und tatséchlich, in jedem physikalisch
verniinftigen Sinn gegeniiber den gleichen Objekten, wenn sie in
Rubhe sind, verkiirzt. Es ist so dhnlich wie die Frage, ob die Neu-
seelénder richtig herum stehen und die Européer auf dem Kopf,
oder umgekehrt. Begriffe wie ,,oben“ und ,, unten“ haben keine uni-
versell giiltige Bedeutung, sondern kénnen nur relativ zu einem
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lokal definierten Bezugssystem sinnvoll verwendet werden. Die Re-
lativitdatstheorie heiffit Relativitatstheorie, weil sie klarstellt dass
viele Begriffe wie beispielsweise ,, Linge“ eines Stabes, die frither
universelle Giiltigkeit zu haben schienen, tatsdchlich nur relativ
zu einem bestimmten Bezugssystem eindeutig definiert werden
kénnen. Die gemessene Lange L ist relativ zum ungestrichenen
Koordinatensystem genauso wahr und richtig wie die Lange L’
relativ zum gestrichenen Koordinatensystem.

3.4. Raum-Zeit-Diagramme

Die Zusammenhénge zwischen verschiedenen Koordinatensyste-
men lassen sich mithilfe von Raum-Zeit-Diagrammen anschaulich
darstellen. Wir betrachten als Beispiel ein gestrichenes und ein
ungestrichenes Koordinatensystem. Die Achsen der beiden Syste-
me seien in die gleichen Richtungen orientiert, und der Nullpunkt
des gestrichenen Koordinatensystems bewege sich gegeniiber dem
ungestrichenen Koordinatensystem mit der Geschwindigkeit v in
Richtung der ungestrichenen z-Achse , sieche Abbildung 1 auf der
néchsten Seite. (Diese Grafik wurde mit v = ¢/2 konstruiert.)

Das ungestrichene Koordinatensystem ist mit rechtwinkligen
Achsen dargestellt. Die Einheiten der z-Achse und der ct-Achse
wurden so gewéhlt, dass die griin skizzierte Weltlinie eines zur Zeit
t =0 den Ort z = 0 in z-Richtung passierenden Lichtsignals mit
jeder der beiden blauen Achsen einen Winkel von 45° einschlief3t.
Die horizontalen blauen Linien sind Linien gleicher Zeit im un-
gestrichenen System, die senkrechten blauen Linien sind Linien
gleichen Ortes in diesem System.

Fiir den Winkel zwischen der ct-Achse und der ct’-Achse gilt

tan(ct, ct’) = % _— (46a)
ct c
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Abb. 1: Ein Raum-Zeit-Diagramm

Durch diese Bedingung wird die Richtung (aber nicht die Skala)
der ct’-Achse festgelegt.

Die parallel zur ct’-Achse verlaufenden steilen roten Linien sind
Linien gleichen Ortes im gestrichenen Koordinatensystem. Nach
Newtons Mechanik wéren die waagerechten blauen Linien auch
im gestrichenen System die Linien gleicher Zeit, d.h. die 2’-Achse
wére im Diagramm parallel zur z-Achse. Zufolge der Speziellen
Relativitatstheorie miissen wir die Richtung der z’-Achse jedoch
mithilfe der Lorentztransformationen bestimmen. Diese Achse be-
steht aus den Punkten (¢’ = 0,2). Auf ihr gilt mit ¢p = 0 und
o = 0

(322) t— v /c?

V1—wv?/c?

=0
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t 46
v tan(x,z’) (1) tan(ct, ct’) . (46b)
X C

Also wird die x’-Achse gegeniiber der z-Achse um den gleichen
Winkel hin zur Weltlinie des Lichtpulses gedreht wie die ct’-Achse
gegeniiber der ct-Achse. Das ist immer so: Wenn die Skalen an den
Achsen eines Raum-Zeit-Diagramms so gewahlt werden, dass die
Weltlinie von Lichtpulsen mit der Zeitachse und der Raumachse
den gleichen Winkel einschlie3t, dann gilt dasgleiche auch fiir jedes
andere System, dessen Nullpunkt sich mit konstanter (positiver
oder negativer) Geschwindigkeit relativ zum ersten System bewegt.

Die schwach ansteigenden roten Linien, die parallel zur z’-Achse
sind, sind die Linien gleicher Zeit im gestrichenen Koordinaten-
system. Sie kreuzen die waagerechten blauen Linien gleicher Zeit
des ungestrichenen Koordinatensystems. Ereignisse, die im einen
System gleichzeitig sind, sind es also im anderen System nicht.

Mit (46) sind die Richtungen der ct’-Achse und der z’-Achse
festgelegt, aber noch nicht ihre Skalen. Wir betrachten zuerst
die a’-Achse. Nach (44a) ist die z-Komponente L/ der Lénge
eines Objekts, das im gestrichenen System ruht, im ungestrichenen
System auf die Lénge L, kontrahiert:

L i-we <1 (47)

Wir verwenden die gleichen Einheiten — z. B. Meter — auf den z-
Achsen beider Systeme. Ein Objekt mit Liange L, = 1m, das
im gestrichenen System ruht, ist im ungestrichenen System nur
/1 —v?/c?m lang. Folglich schneidet eine zur ct’-Achse parallele
Gerade, die die z-Achse an dem Punkt schneidet der /1 — v?/c?m
reprasentiert, die 2’-Achse an dem Punkt der 1 m reprasentiert.
Die Graphik Abb. 1 auf Seite 34 wurde mit v = ¢/2 konstru-
iert. Deshalb schneidet die steile rote Line, die die x-Achse bei

V1 —¢c?/(4¢?) = 0.866 schneidet, die 2’-Achse bei 1.
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Weil die ct’-Achse und die z’-Achse den gleichen Winkel mit
der grinen Weltlinie des Lichtsignals einschliefen (siehe Abb. 1),
muss die Lange der Skalenteile auf beiden Achsen identisch sein.
Also haben wir die Lange der Skalenteile auf beiden gestrichenen
Achsen gefunden.

Man beachte die perfekte Symmetrie: Die steile rote Linie durch
den Skalenteil n auf der x’-Achse in Abb. 1 schneidet die z-Achse
links vom Skalenteil n auf dieser Achse. Und die vertikale blaue
Linie durch den Skalenteil n auf der z-Achse schneidet die z'-
Achse links vom Skalenteil n auf dieser Achse: Objekte, die im
gestrichenen System ruhen, sind im ungestrichenen System um den
Faktor /1 — v?/c? kontrahiert. Und Objekte, die im ungestriche-
nen System ruhen, sind im gestrichenen System um den Faktor
/1 — v?/c? kontrahiert.

Die flache rote Linie durch den Skalenteil n auf der ct’-Achse
schneidet die ct-Achse unter dem Skalenteil n auf dieser Achse. Und
die horizontale blaue Linie durch den Skalenteil n auf der ct-Achse
schneidet die ct’-Achse unter dem Skalenteil n auf dieser Achse:
Uhren, die im gestrichenen System ruhen, sind im ungestrichenen
System um den Faktor /1 — v?/¢? langsamer. Und Uhren, die im
ungestrichenen System ruhen, sind im gestrichenen System um den

Faktor /1 — v?/c? langsamer.

3.5. Ein Zug rast durch einen Tunnel

Die unanschaulichen Vorgénge der Langenkontraktion und Zeitdi-
latation haben die Erfindung zahlreicher Paradoxa angeregt. Das
sind Szenarien, in denen die Spezielle Relativitétstheorie sich selbst
zu widersprechen scheint. Bis heute wurde allerdings noch kein
Paradoxon gefunden, das sich nicht bei sorgfiltiger Analyse der
Zusammenhénge als Scheinproblem herausstellte. Zum Abschluss
dieses Artikels wollen wir zwei der bekanntesten Paradoxa bespre-
chen.
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Das erste Paradoxon behandelt die Fahrt eines Eisenbahnzuges,
der mit halber Lichtgeschwindigkeit durch einen Tunnel rast. Der
Tunnel hat die Besonderheit, dass er auf beiden Seiten mit Toren
verschlossen werden kann, und dass immer nur eines der beiden Tore
gleichzeitig ge6ffnet sein kann. Der Tunnel sei genau 100 m lang, der
Zug (gemessen im Koordinatensystem, in dem er ruht) ebenfalls.
Betrachtet im Ruhesystem des Tunnels, das wir im Folgenden
als das ungestrichene System bezeichnen werden, sieht die Sache
unproblematisch aus: Aufgrund seiner hohen Geschwindigkeit von
v = ¢/2 hat der Zug in diesem System nur die

a 2
Langes,, = 100my/1— L5 =866m. (48)

Man kann also, bei gedffnetem Eingangstor und geschlossenem
Ausgangstor den Zug vollstdndig in den Tunnel einfahren lassen,
dann das Eingangstor schlieffen und das Ausgangstor 6ffnen, bevor
die Zugspitze am Ausgangstor ankommt. Wenn man die Sache
dagegen aus dem gestrichenen Ruhesystem des Zuges betrachtet,
scheinen die Chancen auf eine unfallfreie Durchfahrt drastisch
zu sinken: Im gestrichenen System rast der Tunnel mit halber
Lichtgeschwindigkeit auf den ruhenden Zug zu. Der Tunnel ist
deshalb nur 86.6 m lang, der Zug dagegen 100 m. Also werden bei
der Durchfahrt die Zugspitze und das Zugende gleichzeitig aus dem
Tunnel herausragen, so dass in diesem Moment unmoglich eines
der Tore geschlossen sein kann.

Die Kollision des Zuges mit einem der Tore ist ein objektives
Faktum. Ob dieses Faktum eintritt oder nicht, kann nicht davon
abhangen welches Koordinatensystem man zur Beschreibung des
Vorgangs verwendet. Mithilfe des auf der néchsten Seite abgebilde-
ten Raum-Zeit-Diagramms kann man sich leicht klarmachen, dass
tatsdchlich eine unfallfreie Durchfahrt des Zuges moglich ist.
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Abb. 2: Zug und Tunnel

[es)}
[

Das ungestrichene blaue Koordinatensystem ist das Ruhesystem
des Tunnels, das gestrichene rote Koordinatensystem ist das Ruhe-
system des Zuges. In beiden Systemen ist eine z-Einheit bzw. eine
2'-Einheit gleich 100 m. Der blass-gelb markierte Tunnel erstreckt
sich von z = 2 bis x = 3. Das geschlossene Ausgangstor ist als
dicke braune Linie bei x = 3 markiert. Zur Zeit ct ~ 2.4, die durch
einen waagerechten blauen Strich markiert ist, wird das Eingang-
stor des Tunnels geschlossen (dicke braune Linie bei = 2), und
das Ausgangstor des Tunnels gedffnet.

Die Spitze des Zuges befindet sich in seinem Ruhesystem bei
2’ = 2, sein Ende bei 2/ = 1. Der Bereich, den der Zug einnimmt,
ist durch blass-blaue Einfarbung markiert. Fiir vier bestimmte
Zeitpunkte ist die Position des Zuges durch violette Balken dar-
gestellt. Zur Zeit ¢’ ~ 1.3 ragt der Zug tatsachlich gleichzeitig
auf beiden Seiten aus dem Tunnel heraus. Aber , gleichzeitig® nur
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im gestrichenen Koordinatensystem! Gemessen mit Uhren, die
im ungestrichenen System ruhen, ragt der Zug nur deutlich vor
ct = 2.4 aus dem Eingang des Tunnels heraus, und nur deutlich
nach ct = 2.4 aus dem Ausgang des Tunnels. Die Katastrophe
kann vermieden werden, weil der Begriff ,, gleichzeitig” in beiden
Koordinatensystemen etwas Unterschiedliches bedeutet.

3.6. Das Zwillingsparadox

Die Zwillinge Andi und Willi wollen es genau wissen. Sie beschlieflen
die Zeitdilatation praktisch zu tiberpriifen. An ihrem zwanzigsten
Geburtstag besteigt jeder von ihnen ein Raumschiff und beschleu-
nigt innerhalb von 3 Monaten (gemessen mit der Borduhr) auf
0.98¢ (gemessen in einem erdgebundenen Koordinatensystem) in
Richtung Galaktisches Zentrum. Dann stellt Willi das Triebwerk
ab und gleitet unbeschleunigt mit 0.98¢ weiter, wiahrend Andi in-
nerhalb von 6 Monaten (gemessen mit seiner Borduhr) auf 0.98¢
(gemessen in einem erdgebundenen Koordinatensystem) in Rich-
tung Erde beschleunigt. Dann beschleunigt Andi innerhalb von 3
Monaten (gemessen mit seiner Borduhr) auf etwa Null (gemessen
in einem erdgebundenen Koordinatensystem), und landet nach
einem Jahr (gemessen mit seiner Borduhr) gesamter Flugdauer, an
seinem 21. Geburtstag, sanft auf der Erde.

Willi lasst sich 5 Jahre (gemessen mit seiner Borduhr) Zeit
und fliegt weiter mit 0.98¢ (gemessen in einem erdgebundenen
Koordinatensystem), bevor er innerhalb von 6 Monaten (gemessen
mit seiner Borduhr) auf 0.98¢ (gemessen in einem erdgebundenen
Koordinatensystem) in Richtung Erde beschleunigt. Anschlieend
fliegt er 5 Jahre (gemessen mit seiner Borduhr) unbeschleunigt
mit 0.98¢ (gemessen in einem erdgebundenen Koordinatensystem)
in Richtung Erde, beschleunigt dann innerhalb von 3 Monaten
(gemessen mit seiner Borduhr) auf etwa Null (gemessen in einem
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erdgebundenen Koordinatensystem), und landet nach 11 Jahren
(gemessen mit seiner Borduhr) gesamter Flugdauer sanft auf der
Erde. Es ist sein 31. Geburtstag! Auf das Wiedersehen mit Andi
hat er sich schon lange gefreut.

Da Willi sich mit seinem Raumschiff jahrelang sehr schnell —
genauer gesagt mit 0.98¢ — relativ zur Erde und zu Andi bewegt
hat, muss Andi inzwischen ziemlich alt geworden sein. Denn Willi’s
schnell bewegte Borduhr ging ja laut Formel (43) fiir die Zeitdilata-
tion wesentlich langsamer als die ruhenden Uhren auf der Erde, und
dementsprechend sollten Willi’s Lebensvorgdnge und Alterung, die
ja auch eine Art Uhr sind, wesentlich langsamer vorangeschritten
sein als die des auf der Erde in Ruhe lebenden Andi.

Man kann es allerdings auch umgekehrt sehen: In einem Bezugs-
system, in dem Willi’s Raumschiff ruht, hat sich die Erde mitsamt
Andi 5 Jahre lang mit 0.98¢ entfernt, und hat sich spéater 5 Jahre
lang mit 0.98¢ auf Willi’s Raumschiff zubewegt. Da Andi sich 2 x 5
Jahre lang relativ zu Willi sehr schnell bewegt hat, sollte er bei
Willi’s Riickkehr zur Erde also wesentlich jlinger sein als Willi
selbst.

Wir kénnen die Erde in guter Naherung als Inertialsystem be-
trachten. Auch Willi’s Raumschiff ist, solange es nicht durch seine
Triebwerke beschleunigt wird, ein Inertialsystem. Die SRT kennt
kein bevorzugtes Inertialsystem, alle Inertialsysteme sind gleichbe-
rechtigt. Also scheinen beide Sichtweisen, diejenige nach der Andi
bei Willi’s Riickkehr jlinger sein sollte, und diejenige nach der Willi
bei seiner Riickkehr jiinger sein sollte als Andi, gleichberechtigt zu
sein. Ein widersinniges Ergebnis. Deshalb ist das Experiment, das
Andi und Willi durchfiihren, als ,, Zwillingsparadox“ bekannt.

Keine Auskunft gibt uns die Spezielle Relativitdtstheorie tiber
die Wirkung der insgesamt (laut Borduhr) einjahrigen Beschleu-
nigungsphasen, denn in diesem Zeitraum sind die Raumschiffe
Beschleunigte Bezugssysteme, keine Inertialsysteme. Die SRT be-
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schiftigt sich jedoch ausschlieBlich mit Inertialsystemen.® Aber
gerade deshalb hat ja auch Andi seinen kurzen Raumflug durchge-
fiihrt. Jeder der beiden Zwillinge hat exakt die gleichen Beschleu-
nigungsvorgange erlebt, und damit 1 Jahr seines Lebens verbracht.
Fiir die netto-Altersdifferenz zwischen den Zwillingen kann diese
Zeit also keine Rolle spielen. Wenn es bei Willi’s Riickkehr einen
Altersunterschied zwischen den Briidern gibt, dann kann der nur
auf die beschleunigungsfreien Phasen zuriickgefiihrt werden. Und
deren Wirkung lésst sich mithilfe der SRT berechnen.

Berechnen wir also mit (43) das erwartete Ergebnis, wenn wir
die Erde als ruhend, und Willi’s Raumschiff als bewegt betrachten:

ZeitRaumschiff = Zeitgrde - /1 — (0.980)2/62
10 Jahreraumschift = Zeitgrge - 0.2
~ 50 Jahreg;qe - 0.2 (49)

Andi sollte nach dieser Rechnung also um 50 Jahre gealtert sein,
wéahrend Willi um 10 Jahre alterte. Am Tag von Willi’s Riickkehr,
seinem 31. Geburtstag, wire Andi demnach etwa 71 Jahre alt.

Wie sieht die Rechnung aus, wenn wir Willi’s Raumschiff als
ruhendes Koordinatensystem betrachten?

Zeitgrde = ZeitRaumschiff * 4/ 1 — (0.986)2/62
~ (2 -5 Jahre) - 0.2
~ 2 Jahre (50)
Nach dieser Rechnung wéire Andi nur um 2 Jahre gealtert, wihrend

Willi um 10 Jahre alterte. Am Tag von Willi’s Riickkehr, seinem
31. Geburtstag, wire Andi demnach etwa 23 Jahre alt.

8 Nachtrag in 2019: Das stimmt nicht genau. Auch die Beschleunigungsphasen
beim Zwillingsparadox kénnen im Rahmen der SRT diskutiert werden, siehe
den ,,Nachtrag im Juli 2019“ am Ende dieses Abschnitts.
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71 oder 23 Jahre? Willi ist aufs AuBerste gespannt, als er aus
der Luke seines Raumschiffs krabbelt. Ein riistiger Rentner tritt
auf ihn zu, und umarmt ihn herzlich. Es ist der 71-jahrige Andi.

Andi freut sich, dass er seinem jung gebliebenen Zwillingsbruder
den Ausgang des Experiments erkldren kann. Er hat ndmlich in-
zwischen bei einem Antiquar eine ldngst vergilbte, uralte Ausgabe
der ,, Mitteilungen des Astrophysikalischen Instituts Neunhof* aus
dem Jahr 2010 aufgestobert, in der die Zusammenhéinge erlédutert
werden [7]:

Der ganze Vorgang erscheint deswegen paradox, weil perfekte
Symmetrie vorzuliegen scheint. Zunéchst entfernt sich das Raum-
schiff mit 0.98¢ von der Erde. Oder die Erde entfernt sich mit 0.98¢
vom Raumschiff. Dann bewegt sich die Erde mit 0.98¢ auf das
Raumschiff zu. Oder das Raumschiff fliegt mit 0.98¢ auf die Erde
zu. Erst beim zweiten Hinschauen bemerkt man die Asymmetrie:
Tatséchlich benutzen wir insgesamt 3 Inertialsysteme, nicht 2.

Wir nennen das Inertialsystem, in dem Willi’s Raumschiff wih-
rend des ersten Teils seiner Reise ruht Spy, dasjenige in dem das
Raumschiff wihrend des zweiten Teils der Reise ruht Sgo. Das
Inertialsystem, in dem die Erde mitsamt Andi ruht nennen wir Sg .
Als wir die Erde als ruhend betrachteten, haben wir das gesamte
Experiment im System Sg berechnet, und das korrekte Ergebnis
erhalten. Als wir Willi’s Raumschiff als ruhend betrachteten, haben
wir zundchst Sr; benutzt, und dann einen fliegenden Wechsel auf
SRro gemacht. So ein freihdndiger Wechsel zwischen Bezugssystemen
ist mit Tiicken und Fallstricken verbunden.

Wir werden besser verstehen, welcher Fehler uns beim Wech-
sel des Bezugssystems passiert ist, wenn wir einmal das gesamte
Experiment von Anfang bis Ende konsistent im Inertialsystem
Skr1 betrachten. Beim ersten Teil seiner Reise ruht Willi 5 Jahre
lang in diesem System, und wird dabei 5 Jahre &lter. Andi altert
wahrenddessen um
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Zeitgpqe = 5 Jahre /1 — (0.98¢)2/c?
~ b Jahre-0.2 ~ 1 Jahr . (51)

Dann lenkt Willi sein Raumschiff um, und fliegt anschlieSend mit
0.98¢ (gemessen in Sg) auf die Erde zu. Die Erde bewegt sich
(gemessen in Sg1) mit 0.98¢ in dergleichen Richtung wie das Raum-
schiff. Die Geschwindigkeit (gemessen in Sgr1) des Raumschiffs ist
natiirlich nicht 1.96¢. Wir miissen die Geschwindigkeiten relati-
vistisch korrekt addieren. Nach (41) hat Willi’s Raumschiff im
Koordinatensystem Sgr; die Geschwindigkeit

_0.98¢ +0.98¢
~ 140.982
Diese Flugphase dauert laut Willi’s Borduhr 5 Jahre, in denen er

um 5 Jahre altert. Wir berechnen die Zeit, die wahrenddessen im
System Sgy verstreicht:

~ 0.99980c . (52)

5 Jalre = Zeits,, /1 — (0.99980¢)?/c?
~ Zeits,, - 0.0202
~ 247 Jahre - 0.0202 (53)

Wahrenddessen altert Andi auf der Erde um

Zeitgrqe = 247 Jahre /1 — (0.98¢)2/c?

= 247 Jahre - 0.2
~ 49 Jahre . (54)

Insgesamt altert Andi also etwa um 50 Jahre, wihrend Willi um 10
Jahre altert. An Willi’s 31. Geburtstag ist Andi ungefdhr 71 Jahre
alt.

Wieder haben wir das korrekte Ergebnis erhalten. Und wir kon-
nen jetzt klar sehen, was bei der falschen Berechnung (50) schief
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gelaufen ist. Laut Borduhr verbrachte Willi 5 Jahre mit dem be-
schleunigungsfreien Hinflug, und 5 Jahre mit dem beschleunigungs-
freien Riickflug. Im Koordinatensystem Sg; dauerte der Hinflug 5
Jahre, der Riickflug 247 Jahre. Also verbrachte Willi laut der Uh-
ren, die im Sg1 ruhen, etwa 2% der gesamten Reisedauer mit dem
Hinflug, und etwa 98% mit dem Riickflug. Aus Symmetriegriinden
wissen wir — auch ohne das wir es explizit berechnen miissen — dass
er laut der Uhren, die im Sgo ruhen, etwa 98% der gesamten Reise-
dauer mit dem Hinflug, und etwa 2% mit dem Riickflug verbrachte.
Als wir bei unserer falschen Berechnung seinen Hinflug im Sg; be-
schrieben, haben wir also die ersten 2% der gesamten Reise gesehen,
und Andi’s Alterung wéhrend dieser Zeit berechnet. Dann wech-
selten wir ins Sgro und beschrieben den Riickflug, also in diesem
System die letzten 2% der Reise, und berechneten Andi’s Alterung
wahrend dieser Zeit. 96% der Reisedauer, und Andi’s Alterung in
diesem Zeitraum, sind uns bei dem unvorsichtigen Systemwechsel
durch die Lappen gegangen. Wenn wir das falsche Ergebnis (50)
von 2 Jahren mit dem Korrekturfaktor (1 — 96%)~! multiplizieren,
erhalten wir wieder den richtigen Wert von 50 Jahren.

Nachtrag im Juli 2019

Auf Seite 41 habe ich geschrieben: ,, Keine Auskunft gibt uns die
Spezielle Relativitatstheorie iber die Wirkung der [...] Beschleuni-
gungsphasen, denn [... d]ie SRT beschaftigt sich [...]| ausschlief3-
lich mit Inertialsystemen.*“ Das ist nicht genau richtig.

In einem 2019 publizierten Artikel [8] erinnerten Pepino und
Mabile ihre Leser (einschlieflich mich) daran, dass die Beschleuni-
gungsphasen mit folgender Methode behandelt werden kénnen, die
sich ausschlielich auf den Formalismus der SRT stiitzt:

Wenn Willi sich mit seinem Raumschiff mit konstanter Geschwin-
digkeit v relativ zur Erde bewegt, dann steht das mit Willi’s
Borduhr gemessene Zeitintervall tg wini — ta,wini zwischen zwei
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Ereignissen A und B, die auf seinem Raumschiff stattfinden, in
folgendem Verhaltnis zum Zeitintervall ¢ grde — tA Erde ZWischen
den gleichen Ereignissen, wie es mit Uhren gemessen wird die auf
der Erde in Ruhe sind:

(43)
te,willi — ta,willi = (tB,Erde — tA,Erde)\/m (55)

In den Beschleunigungsphasen ist v nicht konstant. Aber durch

tB,Erde

55
tB,Willi — LA, Willi ) /thrde \/1 — v%(tErde)/ (56)

tA,Erde

mit zeitabhédngiger Geschwindigkeit v(tgrqe) kann man (55) auf die
Beschleunigungsphasen ausdehnen. Beim Start von Willi’s Raum-
schiff sind seine Borduhr und die Uhr auf der Erde synchronisiert,
und wir setzen beide auf Null:

tstart,Willi = tstart,Erde =0 (57)

Laut Willi’s Borduhr sind 3 Monate = 0.25 Jahre vergangen, wenn
er die Geschwindigkeit 0.98¢ erreicht hat und zum ersten mal den
Antrieb seines Raumschiffs abschaltet. Dies Ereignis nennen wir
B. Aus (56) folgt

tB,Erde

0.25 Jahrewin; 0 /thrdc\/l — v%(tErde)/? (58)
0
Wir haben bisher noch nicht festgelegt, ob
dv 0.98¢
dtWiuj 0.25 Jahrewﬂh onstatitec (59&)
oder do _ 098¢ _ Konstanteg (59b)

thrde tB,Erde



46 ANMERKUNGEN ZUR SPEZIELLEN RELATIVITATSTHEORIE

ist, oder wie sonst die Beschleunigung im Detail ablduft. Da das
Verhéltnis dtgyqe/ dtwini wihrend der Beschleunigungsphasen nicht
konstant ist, konnen (59a) und (59b) nicht beide realisiert sein.
Um die Berechnung nicht unnétig schwer zu machen, legen wir uns
jetzt willkiirlich auf (59b) fest. Mit dieser Spezifikation ist wiahrend
der ersten Beschleunigungsphase

0.98¢
U(tErde) = E “ TErde ’ (60)

und folglich gilt

IB,Erde 2
0
0.25 Jahrewiy = )/thrde 1 _0.9822Eﬂ )
B,Erde

Mit der Substitution

. lErde de — thrde
tB Erde tB Erde

folgt daraus

1

0.25 Jahrewﬂh = tB,Erde /dx \Y 1-— 0.9821’2 =

0
-arcsin(—0.98z)| =

X
= B e | =V/1— 0.98%22 —
B,Erd [2 0985 = 5 008 .

= tB,Erde * 0.7987 . (62)

1

Die Stammfunktion des Integrals stammt aus Nummer 245 in [9].
Die erste Beschleunigungsphase, die laut Willi’s Borduhr 0.25 Jahre
dauerte, dauerte also (0.25/0.7987) Jahre = 0.313 Jahre laut der
auf der Erde ruhenden Uhr. Alle Beschleunigungsphasen zusammen,
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die laut Willi’s Borduhr 1 Jahr dauerten, dauerten laut der auf der
Erde ruhenden Uhr 4 - 0.313 Jahre = 1.252 Jahre.

Fiir die Flugzeit ohne Beschleunigung haben wir das Integral (56)
bereits in (49) gelost. Demnach wére Andi, wenn er seinen kurzen
Raumflug nicht gemacht sondern stdndig auf der Erde geblieben
wire, am Tag von Willi’s Riickkehr (Willi’s 31. Geburtstag) (20 +
1.252 + 50) Jahre = 71.252 Jahre alt.
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