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Strahlung und Strahlungs-Riickwirkung

Das elektromagnetische Feld beschleunigter
Punktladungen nach der Maxwell’schen
Elektrodynamik, und die Strahlungsriickwirkung
nach der Theorie von Abraham und Lorentz

Ubersicht

Die vier Propagatoren des klassischen elektromagnetischen Fel-
des werden hergeleitet. Auf dieser Basis werden in Abschnitt 2
die Lienard-Wiechert’schen Potentiale berechnet, und aus diesen
wiederum die retardierten und avancierten Felder abgeleitet, die
von Punktladungen emittiert werden. Die Eigenschaften dieser
Felder werden untersucht, und die Strahlungsformel von Larmor
berechnet. In Abschnitt 3 wird die Strahlungsriickwirkung mithilfe
von Uberlegungen zur Energieerhaltung betrachtet. Die gleiche
GroBe wird anschliefend im letzten Abschnitt nochmals hergeleitet
mithilfe des von Abraham und Lorentz vorgeschlagenen klassischen
Modells eines ausgedehnten Elektrons.
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2 STRAHLUNG UND STRAHLUNGSRUCKWIRKUNG

1. Propagatoren

Die Lagrangedichte des klassischen Elektromagnetischen Feldes
lautet [1, (4.121)]

1
4o
For =dsAr —d; A, , (A¥)=(D/c, A) .

L=—jlA, — — F, F° (1)

Durch Variation der Lagrangedichte nach der Feldkomponente A,
erhalt man die Feldgleichung [1, (4.126)]

oL oL
—d, -
0 o(d,A,) 04,
1
=——d,(d"A* — d"AY) + j* . (2)
Ho
Mit der
Lorentz-Eichung: d,A” =0 (3)

vereinfacht sich die Feldgleichung zu
OA%(z) = d,d"A¥(z) = poj*(x) . (4)

Nach dem Prinzip von Huygens kann man das Feld A(z) als
Uberlagerung von Wellen darstellen, die sich von Quellen 105 (y)
zum Raumzeitpunkt x ausbreiten und dort zum Feld mit den
Komponenten

A(@) = [y D7 (@,y) gor 107 (1) 9

tiberlagern. Die Greensfunktion D(z,y) mit 4 x 4 Raum-Zeit-Kom-
ponenten wird auch als Propagator des Feldes A(x) bezeichnet.
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Dieser Ansatz wird in die Feldgleichung (4) eingesetzt:

OA%(z) = / d'y 0D (2,y) gor poj™ (y) =

= poj(x) = / d*y s (@ —y) 977 gor 1o 57 (y)
P
arr

= OD”(z,y) = ¢76W(z —y) (6)

Man beachte, dass der Operator [J = d,d” nur auf die Raum-Zeit-
Koordinate z, aber nicht auf die Raum-Zeit-Koordinate y wirkt.
Die Dimension des Propagators ist

1
Lange?

(D7 ()] = (7)
Falls das betrachtete System in Raum und Zeit translationsinvariant
ist, hangt D??(z,y) nur von der Differenz (x — y) ab, und man
kann die Fourier-Transformationen

4 ~

D7 (@ —y) = [ D) expl—iblz =9} (5
4

3 =) = [ Gz expl{—ik(e —1)) (sb)

ausfihren. Damit erhalt man im Raum der vierdimensionalen

Wellenzahlen k die Gleichung

0D (k) = —k*D™ (k) = ¢

g’

D (k) =~ D77 (k)| = Liinge? . (9)
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Die Riicktransformation in den Zeit-Orts-Raum ergibt

4 s
D (z —y) = _/((217:;4 g}; exp{—ik(z —y)}
. / FdkO exp{— ZCkO(tk_gt v} (10b)
tzmo/c , ty=y"/c. (10c)

F hat zwei Pole, denn ,,auf der Masseschale ist
k2= (K92 —k? = (K + w/e)(k° —w/c) = 0 (11)

w=+cVk?>>0.

Wir vereinbaren, dass mit w/c stets die positive Wurzel von k?
gemeint ist, ein negativer Wert also als —w/c < 0 geschrieben
werden muss. In (10b) ist k° aber nicht auf die Masseschale fixiert,
sondern nimmt als Integrationsvariable — unabhéngig von k — jeden
Wert im Intervall —oo < kY < 400 an. Um die Divergenz des
Integrals F' bei den beiden Polstellen (11) zu vermeiden, werden
in den Nenner infinitesimal kleine Summanden +ie mit 0 < e € R
eingefligt. Dafiir gibt es vier verschiedene Mdoglichkeiten:

+oo
dk? exp{—ick®(t —t,)}
F, =1i — 4 12
S0 ) on (KO 4 w/c+i€e) (kY — w/c+ ie) (12a)
Fy, = lim OOd—ko exp{—ick(l ~ 1)} (12b)
© TS0 ) 2m (K04 w/c—ie) (k0 —w/c — ie)
—o0
ko —ickO(t —
Fr = lim exp{—ick (£ =)} (12¢)

e—0 ) 21 (K9 +w/c—ie) (kO — w/c+ ie)
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OO
dk? —ickO(t —t
Fy=lim | — exp{ z.c ( v} . (12d)
e—0 ) 2m (KY+w/c+ie)(k® —w/c— ie)
—00

* F, hat Pole bei k* = —w/c — ie und bei k° = +w/c — ie. Diese
Verschiebung der Pole fithrt zum retardierten Propagator.

* F, hat Pole bei k* = —w/c + ie und bei k = +w/c + ie. Diese
Verschiebung der Pole fithrt zum avancierten Propagator.

* Ft hat Pole bei k” = —w/c + ie und bei k* = +w/c — ie. Diese
Verschiebung der Pole, die in Abbildung 1 eingezeichnet ist,
flihrt zum Feynman-Propagator.

* Fyt hat Pole bei kY = —w/c — ie und bei k® = +w/c + ie. Diese
Verschiebung der Pole fiihrt zu einem Propagator, fiir den sich
in der Literatur kein Name eingebiirgert hat. Wir werden ihn
als anti-Feynman-Propagator bezeichnen.

Abhéngig vom Wert von ¢ —t, kann man die Integrale (12) — wie in
Abbildung 1 skizziert — in der oberen oder unteren komplexen Ebe-
ne schlieflen, ohne ihren Wert zu verdndern. Denn bei sehr groflem
|k9] ist ihr Wert aufgrund des (k°)? im Nenner vernachlissigbar

Tm (k°) Im (k)
Weg 2

Re(ko) —w/ec +.ie

a
r e

w/c—ie

Abb. 1: Integrationswege (blau) und Pole (rot)
beim Feynman-Propagator
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klein. Und der Faktor exp{—ick"(t — t,)} im Zéhler bewirkt, dass
die Integrale iiber den unteren Halbbogen (Weg 1) bei sehr grofiem
negativen Imaginérteil von k% im Fall ¢ > t, vernachldssigbar klein
sind. Dagegen sind im Fall ¢ < ¢, die Integrale iiber den oberen
Halbbogen (Weg?2) bei sehr grolem positiven Imaginérteil von £°
vernachléssigbar klein. Mithilfe des Cauchy’schen Integralsatzes
und des Residuensatzes' kénnen die Integrale iiber die geschlosse-
nen Wege 1 und 2 berechnet werden. Mit der Stufenfunktion

1falls t > t,

(13)
0 falls t < t,

Q(t*ty) = {

lassen sich die Ergebnisse iibersichtlich zusammenfassen. Fiir ¢t = ¢,
wird keine Greensfunktion definiert.

exp{+iw(t —t,)}  exp{—iw(t — ty)})
+2w/e —2w/c

Fr=i0(t —t,)( (14a)

Fy=iO(ty —t) CXP{H;('[/C S
| exp{—iw(t —t,)}
+1iO(t — t,) —2w/e )
For = iO(t — t,) exp{i;i(}t/c =
Liot, -1 exp{—iw(t —t,)} (14d)

+2w/c

Die Einfarbung weist darauf hin, dass nur vier der acht Terme
voneinander verschieden sind. Mit (10a) gilt deshalb zwischen dem

! In [2] findet man eine auf den Bedarf von Physikern zugeschnittene, kurz
gefasste Erklarung dieser wichtigen mathematischen Werkzeuge.
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retardierten Propagator DF(z — y), dem avancierten Propagator
D??(z — y), dem Feynman-Propagator Df’ (z — y), und dem anti-
Feynman-Propagator DY (x — y) die Relation

Dr? + DF? = Df? + D . (15)

Wir werden jetzt einen allgemeinen Propagator D??(x — y) mit-
hilfe von

F.=i0 (81(t - ty)> exp{sj:;iijc ty)}

Sp,=4+1oder —1 , n=1,23

(16)

berechnen. Der allgemeine Propagator lautet
i0(s1(t —t,))
s32(2m)3
w(t —t
-/dk explik(x — )} SREWE =)}

w/e

- (10a) o
D (x —y) =" —g°

Sobald wir diesen Propagator gefunden haben, lassen sich die vier
gesuchten Propagatoren durch Einsetzen der aktuellen Werte von
s1, 82, 83 geméf (14) leicht konstruieren.

In [3, Kap. 20] wird beschrieben, wie sich das Integral (17) be-
rechnen léasst. Wir definieren Kugelkoordinaten im Wellenzahl-
Raum mit dem Azimutalwinkel ¢, dem Polarwinkel ¢, und der
Radialkoordinate w/c = |k:

2 iy
/dcp/ /d“’“’?smﬂz/dk (18)
cC C
=0 ¥=0

w=0
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Die k3-Achse der Kugelkoordinaten wird parallel zu (z —1vy) gewéhlt,

so dass
(x—y)k= R cosv
c

R=|z—y|

(19)

gilt. Diese Definitionen werden in den allgemeinen Propagator (17)

eingesetzt. Das Integral iiber ¢ ergibt 27. Damit ist

i0(s1(t —1,))
s32(2m)2
' Oodiw oﬁ exp{sqiw(t —ty)}

c c2 w/c
w=0 /

D7 (x —y) = —g”

K

K= /dﬁ sin ¢ exp{iRE cos} .
c
=0

Um K zu berechnen, substituieren wir

. —’LR,UJ/C e
uEiRECOSQS‘ , £/du: /dﬂsinz?
c Rw
+iRw/c =0

und erhalten
—iRw/c

K= % /du exp{u}
+iRw/c
= % (exp{—iRw/C} - exp{—i—iRw/C}) ,

(20)

(21)

(22)
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womit der allgemeine Propagator zu

P (o — ) — pa
D@ =y)=+g 332 (2m) 2Rc / dw
exp{+iw(sat — saty — R/c)} — exp{+iw(sat — saty + R/c)})

wird. Mithilfe dieser Formel kann man durch Vergleich von (16)
mit (14a) bis (14d) sofort die vier Propagatoren konstruieren:

oit—t,) [
Dre o — po Y /
0@ —y) = 49" 35 e pe Odw(

exp{+iw(t —t, — R/c)} — exp{+iw(t —t, + R/c)}

— exp{+iw(ty —t = R/c)} + exp{+iw(ty — t + R/e)})  (23a)
po _ pae)(t — t) I

DY (x—y) =—g 7(2;’)% Zdw(
exp{+iw(t —t, — R/c)} — exp{+iw(t —t, + R/c)}

— exp{+iw(ty —t — R/c)} + exp{+iw(ty — t + R/c)})  (23b)

Ot, —t) [
po . — po Y
Di"(z —y) = +g ~2(2m)2Re Zodw<

exp{+iw(t —t, — R/c)} — exp{+iw(t —t, + R/c)})

+ g"° 2Rc/dw

exp{+iw(ty —t — R/c)} — exp{+iw(t, — t + R/c)})  (23c)
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DQ?(x—y)erg"" QRC /d
exp{-+iw(t — t, — R/c)} — exp{+iw(t — t, + R/c)})
+ gf’”m Zdw (
exp{+iw(t, —w ;— R/c)} — exp{+iw(ty —t+ R/e)})  (23d)

Bei der Hélfte der Summanden wurde genutzt, dass im Exponen-
ten von (10a) das Vorzeichen von k umgedreht werden darf, weil
symmetrisch {iber sdmtliche positiven und negativen Wellenzahlen
k integriert wird.

Im retardierten und im avancierten Propagator kénnen jeweils
zwei und zwei Terme + exp{...} und —exp{...} zusammengefasst
werden, indem man den Integrationsbereich von 0 bis +o0o auf —oco
bis 400 erweitert. Dann erkennt man die Deltafunktionen

/ dw exp{iw(t — t, — R/c)} = 2r6(t —t, — R/c)  (24a)

/ dw exp{iw(t —t, + R/c)} = 2m8(t —t, + Rfc) . (24b)

Damit erhélt man folgende retardierten und avancierten Propaga-
toren:

DF (z — y) = +W (6t =ty — Rfe) = 8(t — t, + R/c))
(25a)
977 0(t, — 1)

DFo(z —y) = — (8t =ty = R/c) = 6(t — t, + R/c))

(25b)

47 Re
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Es ist immer R/c > 0. Deshalb sind wegen der Stufenfunktionen
die zweite Deltafunktion in D, und die erste Deltafunktion in
D, immer Null, und kénnen gestrichen werden. Weil wir R = 0
ausschlieBen, erzwingen die verbleibenden Deltafunktionen ¢ > t,
in D, und t < t, in D,, so dass die Stufenfunktionen ebenfalls
gestrichen werden kénnen:

97
144 _ — — _
D (e —y) = +- L5t — 1, — R/ (262)
po
D (z —y) = + 4fr =3t —t, + R/c) (26b)

Im Folgenden wird sich eine explizit kovariante Formulierung dieser
Propagatoren als niitzlich erweisen, in der nur der Vierervektor
x — y auftaucht, aber nicht seine Raumkomponenten R. Um diese
Formulierung herzuleiten, drehen wir in (25) die Vorzeichen der
beiden unwirksamen Deltafunktionen um.

D (z —y) = +W (5@ —ty, — RJc)+6(t —t, + R/c))
(27a)
DF(z —y) = +9pai$téc_t) (6t =ty — Rfe) + 8(t — t, + R/c))

(27b)

Der retardierte und der avancierte Propagator unterscheiden sich
dann durch nichts anderes als die Stufenfunktionen. Anschlieflend
nutzen wir die Formel

5(f@) =3 0= i fay =0, | 20 (28)

df da a;
da

fla)=(a+a;)(a—a;) = a® —a?
0(a —a;)+0(a+ a;)
|2ai| '

—  §(a® —a?) =
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Einsetzen von a =t — t, und a; = R/c ergibt

(6t —ty — R/e) + 8(t — t, + R/c))
2R/c

= o((t—1,)? - R%/c?) .
(29)

Mit ¢*(t —t,)? — R? = 2% —y? und §(bz) = 6(x)/|b| erhélt man die
zu (26) alternative Schreibweise

(e —g) = O (@) (a0m)
e —9)= L85y aon)

Die Stufenfunktion O(t — t,) stort die Kovarianz dieser Formulie-
rungen nicht. Denn die Deltafunktionen und die Stufenfunktionen
erzwingen zusammen, dass y beim retardierten Propagator auf dem
riickwérts-Lichtkegel von x liegt, und beim avancierten Propagator
auf dem vorwérts-Lichtkegel von . Wenn dies in einem Koordina-
tensystem der Fall ist, dann ist es in jedem anderen, durch eine
eigentliche Lorentztransformation erreichbaren Koordinatensystem
ebenfalls der Fall. In diesem Sinne kénnen die Stufenfunktionen im
Zusammenhang von (30) also als Lorentzskalare betrachtet werden.

Der Feynman-Propagator und der anti-Feynman-Propagator
enthalten keine Delta-Funktionen. Stattdessen werden sie iiblicher-
weise in den Formulierungen (10a+12) oder (23) angegeben. Zur
kiinftigen Referenzierung stellen wir hier die vier Propagatoren
noch einmal iibersichtlich zusammen:

(26) g”7

Dtz —y) = 50t —ty — Rfc) (31a)
(30) g@g;—t) 5((a — v)?) (31b)
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Do (g — ) gﬂ; 5(t —t, + R/c) (31¢)
D 97O 1) 5 y2) (314)
3
DY (z —y) (1032(14) _igpa/(;iwlis '
O(t — ty) exp{—ik(z — y)} — O(ty — t) exp{+ik(z — y)}
—2w/e
(3le)
(230)

- /Odw (O(t — t,) exp{—iwo(t — 1, + R/c)} -
— O(t — ty) exp{—iw(t —t, — R/c)} +
O(ty —t)exp{+iw(t —t, — R/c)} —

— Oty — t)exp{+iw(t —t, + R/c)})  (31f)

3
DiF (e —y) " g [

(2m)3
Oty —t)exp{—ik(z —y)} — O(t — t,) exp{+ik(z — y)}
+2w/c
(31g)
(23d) 87?;;0 / dw —t)exp{—iw(t —t, — R/c)} —
— O(ty —t)exp{—iw(t —t, + R/c)} +
+ O(t — ty) exp{+iw(t —t, + R/c)} +
— Ot — t,) exp{+iw(t —t, — R/c)}) (31h)

Durch Vergleich von (31a) mit (31c) bzw. von (31f) mit (31h) er-
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kennt man folgende Transformationseigenschaft der Propagatoren:

Umkehr der Zeitrichtung —
= DI «— DI und Df{° <— D . (32)

Man beachte, dass bei der Umkehr der Zeitrichtung auch die
Frequenz w das Vorzeichen wechselt, wihrend R und ¢ (der Betrag
der Lichtgeschwindigkeit) unverdndert bleiben.

Die Propagatoren D(z — y) sind Funktionen des Vierervektors

r—y= (c(t—ty),w—y> . (33)

Die Raum-Zeit-Komponenten dieses Vierervektors sind nicht un-
abhéngig voneinander, sondern unterliegen Einschréinkungen, die
man am deutlichsten in den Deltafunktionen von (31a) und (31c)
erkennt. Nicht unmittelbar offensichtlich ist dabei, welche Kom-
ponenten als abhéngige und welche als unabhéngige Variable zu
betrachten sind. Folgende Definitionen erscheinen moglich:

ty(t,R) =t F R/c (34a)
?

t(ty, R) =t, £ R/c ist falsch! (34b)
?

R(t,ty) = £c(t —t,) ist falsch! (34c)

Wir miissen darauf achten, dass der Formalismus konsistent bleibt.
Ausgangspunkt war das Potential in der Schreibweise (5). Dort
wurde x = (t,x) fest vorgegeben, wihrend y = (¢,,y) als Inte-
grationsvariable eingefiihrt wurde. ¢ und « héngen also eindeutig
nicht von irgendwelchen anderen Variablen ab. Damit scheidet
die Definition (34b) als inkonsistent aus. Als abhéngige Variable
kommen nur ¢, und y in Frage, fiir die wir folgende Definitionen
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ty(t,x,y) =t F |z —y|/c=tF R/c ist richtig (34d)
R(x,y) = |x — y| ist richtig (34e)
y(t,x,ty) ; ?? ist nicht definierbar (34f)

Die Relation |x —y| = £c(t—t,) reicht nicht aus, um y als Funktion
von t, x, und t, zu definieren. Also bleiben nur (34d) und (34e)
als konsistente und durchfithrbare Definition der Abhéngigkeiten
zwischen den Variablen. ¢ und « sind vorgegeben. Der Parameter
vy kann und muss ebenfalls beliebig gewahlt werden, er ist also
weder von ¢ noch von x noch von ¢, abhingig. Erst dann kann
ty = (34d) als abhéngige Variable berechnet werden, wiahrend R
nichts weiter als eine abkiirzende Schreibweise fiir |« — y| ist, also
ebenfalls weder von t noch von ¢, abhingt:

dR dR
Ty, (35)

2. Das elektromagnetische Feld einer Punktladung

Wir interessieren uns besonders fiir den Fall, dass die Quelle des
Feldes eine bewegte Punktladung ¢ ist, die sich zur Zeit ¢, am
Ort 7(t,) befindet und mit der Geschwindigkeit v(t,) = dr(t,)/dt
bewegt. Bei der Herleitung des elektromagnetischen Feldes, das
von der Ladung hervorgerufen wird, werden wir uns vor allem an
Jackson [4, Kap. 14] orientieren.

Wir werden die retardierten und avancierten Felder aus den
retardierten und avancierten Potentialen ableiten. Um diese zu
berechnen, setzen wir die retardierten und avancierten Propagato-
ren (31) in (5) ein. Mit ¢*?g,r = g°r = 6,y und d(x/c?) = 25(x)
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erhalt man die beiden Schreibweisen

too

APy = 10 / &y / dty‘ﬂ)](%wd(t—ty _ R/e) (36a)
= B /d3 / dty () Ot —t,)6([r —4?)  (36b)

AP(z) = 1O / a3y / dt, 2L (t—t + R/c) (36¢)

“OC/dS /dtyj oty ~1)8(lz ) . (36d)

WEeil sich diese Potentiale nur durch wenige Vorzeichen unterschei-
den, fassen wir sie zu einem allgemeinen Potential A?(z) zusammen,
in dem der Index 4 fiir , oder , steht. Doppelte Vorzeichen + oder
F sind als icv?rfﬁifecff zu lesen, d. h. das obere Vorzeichen gilt immer
fur die retardierten Felder, das untere Vorzeichen fiir die avan-
cierten Felder. In dieser verallgemeinerten Schreibweise lauten die

Potentiale

—+00 .
)= Z;/d?’y/dtyﬁ}(s/)é(ttyq:}f/c) (36e)

= L /d3 /dt W) Ot F1,)6([r —y?) . (361)

Wir adaptieren Definition (19) fiir den Fall der Punktladung durch

R

R=x— R=|R = —. 37
z-r , R=IR , n=1 (37
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Die Stromdichte

J() = §°(t,.9) = q (e v(ty))p 09 (y - r(t,))

ware nur fiir eine nicht-relativistische Beschreibung geeignet. Denn
(c,v) ist kein Vierervektor, weil sein Quadrat ¢ — v? kein Lorentz-
skalar ist. Stattdessen benutzen wir die Vierergeschwindigkeit

dre(t) d(ct,’r‘(t))p

VP(t) = o= = _
d(ct,r(t) ,
=7(?) <dt) =(t) (e, v(t)) (38)
=gt =(1- S,

in der 7 die Zeit im Koordinatensystem mit v = 0 ist, also die
Eigenzeit der Quelle. Weil () ein Lorentzvektor und 7 ein Lo-
rentzskalar ist, ist auch (V?) ein Lorentzvektor. Damit kann man
die Stromdichte?

+o00
" =e [dra @) s (y-r(m) (39)

bilden, die als Integral {iber die Eigenzeit der Quelle ebenfalls ein
Lorentzvektor ist.
Diese Stromdichte wird in (36f) eingesetzt, und das Integral iiber

% Diese Formel wurde von Dirac [5, Gleichung (5)] vorgeschlagen.
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d*y ausgefiihrt:

#OC /d3 /dt c /quVp 5(4)( r(r ))
L0t 1) 5([z - y)?)

+oo
= /quVPm (£t F1°()/0)b(lz ~ () - (40)

7_

Aus dem Vergleich von (31a) mit (31b) bzw. (31c) mit (31d) liest
man ab:

1 2
s St —TF R/ = Ot F)S([e —r(]?)  (4D)
Damit kann man das Integral iiber 7 leicht l6sen:
P _ @ qu(Ts) . _
AP (z) i R mit 7, =t F R/c (42)

In (41) haben wir die Deltafunktion von [z — r(7)]? in die Delta-
funktion von ¢t — 7 F R/c zuriickverwandelt (natiirlich hétten wir
genau so gut gleich mit (36e) statt mit (36f) starten konnen.) Jetzt
wollen wir sie in die Deltafunktion von 7 — 7, umwandeln. Dazu
benutzen wir nochmals Formel (28) mit f(7) = [x — r(7)]?. Die
Nullstellen von f sind

z—r(T))2=3t-7)2-R*=0
T=tFr/c,
und die Ableitungen von f an den beiden Nullstellen sind

df

38
= 2 —r)— = 2(x—-nr)V.
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Da die Stufenfunktion jeweils einen der beiden Summanden aus-
schlief3t, ist

o(1 —7s)
20(£tF1)6([z—r(N]?)=O(FtF7) — . 43
(T 8(le - r(n)P) O F ) s (43)
Das Produkt im Nenner ist
[z —r(1)]V (3:7) C[t_Ts]VO —R-V=4+Rey—-R-vy =
=t+Rcy(l1Fn-v/c) mitn=R/R (44a)

‘[az — T(TS)]V‘ =tz —r(r)]V=Rey(1Fn-v/c) >0, (44b)

denn die Geschwindigkeit v der Quelle ist in jedem Bezugssystem
kleiner als die Lichtgeschwindigkeit c. Die retardierten und avancier-
ten Potentiale lauten mit ¢ =2 = ey in vier- und dreidimensionaler
Schreibweise

(40) poc i o(r —7s)
Ag(t,m) 2 B /quVp(T)@(j:t:FT)W

_ e qVe(T) .

= ) V() (45a)
sl ) = 47:60 R(1F ;]1, ~v/e)|. (45b)
Ayt z) = %2 TETEIE) ;7;" o7 (45¢)

Ts

mitt =73+ R/c=7+R/c=1,— R/c.

Die Stufenfunktion ©(+7s F 7) kann entfallen, wenn die Werte von
7. und 7, explizit angegeben werden. Diese Gleichungen fiir die
von einer Punktladung erzeugten Potentiale wurden von Liénard
und Wiechert gefunden.
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Wir benutzen griechische Buchstaben p,o,7,... fiir die vier
Raum-Zeit-Indizes 0, 1, 2, 3, und lateinische Buchstaben j, k,1, ...
fir die drei Raum-Indizes 1,2, 3. Um die Felder

FoP(t,x) =d?AP(t,x) — dP A% (t, @) (46a)
k
L7 _ pro , B = —F* | jki = 123 zyklisch (46b)
&
A
E(t,z) = —V(t,z) — déi’m) (46¢)
B(t,z) =V X A(t, z) (46d)

aus den Potentialen abzuleiten, gehen wir von der Integralform
(40) der Potentiale aus. Auch weiterhin sind doppelte Vorzeichen
als wenciere zu lesen, d.h. das obere Vorzeichen gilt fiir die retar-
dierten Felder, das untere Vorzeichen fiir die avancierten Felder.
Die Ableitung nach ¢ wirkt nicht auf die Argumente 7 und r(7)
der verschiedenen Funktionen, sondern nur auf das Argument ¢
der Theta-Funktion und das Argument x der Delta-Funktion. Wir
interessieren uns nur fiir Losungen mit R # 0. Dann liefert im
Produkt

% Ot F7)8((z — (1) =
= 8(t 7 7)3((2 — (7)) + O 5 7) T 5((2 — r(r))?)
— 6(£R) —i-@(t—r)%é((x—r(T))Q) (47)

nur der zweite Summand einen Beitrag. Deshalb ist fiir c = 0,1, 2,3

+oo
@ Az(w) @ B [ arqve(r ot 7 1) a76((@ - r(r)?)
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In diese Gleichung setzen wir
a5 ([e = r(r)]?) =
ar  A3(lz=r(0)P)

= (da[-f — 7"(7')]2) d[a: — T(T)]2 dr
20 ds([z - r(r)?)
—2[x —r(1)] V(1) dr
ein, und integrieren partiell:
2n d7 AP (z) =
Hoc B B
x—r(m)°VP(r T=H00

= —qO(+tF 1) [[x — i(j])] “i(f_)) 5([:5 - 7"(7')]2) N +

d [z —r(n)7VP(r)
dr [z —r(7)|V(7)

+o0
+ [drqet s a(le—r()P)

Wegen O[+t F (£o0)] = 0 und 5([:5 — r($oo)]2) = 0 ist nur die
letzte Zeile verschieden von Null. Die Theta-Funktion konnte aus
dem bei (47) genannten Grund vor die Ableitung nach 7 gezogen

werden. Einsetzen von (43) mit Berticksichtigung der Vorzeichen
laut (44) ergibt

—+00
a7 4g(z) = + B /drq@(j:t:FT)~
7

) o(r — 75) d [z —r(n)7 V()
[z —r(1)|V (1) dT [z —r(D)]V(r) (48)
Integration iiber 7 und Ableitung nach 7:

qO(£tF715) d [z —1r(15)]7VP(75)

o 40 — o HOC
d7A5(x) = £ 7~ [z —r(m)]V(rs) A7 [& — r(74)] V(7s)
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4" A4¢(x) = + £ OEFT) [
7
([e = r(r)] V()
dr? dve
_ 2y B [k S | P _
( i VP4 [z —7] dT)[:z: r|V
dr dVv
Y o - oy
(- vtz —r )l vL (49)
Mit (44a) und mit
dre  dt d . S
dr :EE(C@T) _’7(67,‘)) =V
2 _ .2
2 2.2 2 c-v 2
Ve =v%(c" —v%) = T 2e =
erhélt man
FgP(a) =+ 10 : r|
T (iRcw(lxn-v/o))
dve dve
(e = 7= = [o = 1]P == ) (ERe) (1 F - v/c) +
dr dr

+ (c — [z —r] d—‘;) ([x — VP — [z — T]pvcr)}

mitt =73+ R/c=7+R/c=1,— R/c
V=V(rs), r=r(1s), n=n(1s), v=0(Ts) . (50)

Ts

Die Stufenfunktion ©(+tF7s) kann entfallen, weil das Zeitargument
Ts =t F R/c explizit angegeben wird.

Zur Berechnung der dreidimensionalen Felder E und B beno-
tigen wir die einzelnen Komponenten F79 und F*. Einsetzen des
Vierervektors

r—r(r) D (e(t—7) . R) = (£R.R) T R(£1.n) . (51)
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der Schreibweise

. _dv ,dv o L dw —
Y=EUT 4 v:’v#a R (52)
des Vierervektors
V= ’7(07 'U) s (53)

sowie der Ableitungen?®

TG e o) o)
M Y

— {f 174< _ M)}(c,v)ﬂ +42(0, )

c
400 4 (v-0) 9 .\
= 4
(v 0 T a vt o) (54)
ergibt
. C . vV
F{(x) = B2 ! 5 - [(R]v“ —F
T (Rc'y(l Fn- v/c))

T R(y* (UCQU) v/ +9287)) (FReY) (1 F n - v/c) +

V- V- .
+(02_(iR7R)(74 c 774( 2 )’v—f—’yzv))'

: (Rj’yc F R’yvjﬂ

Ts

3 Die mittlere Zeile von (14.12) in der dritten Auflage von Jackson [6] ist korrekt.
Diese Formel ist in der dritten deutschen Auflage [4] total verkorkst. Dort
stimmen noch nicht einmal die Dimensionen. Die vierte deutschsprachige
Auflage [7] ist weniger falsch, aber immer noch nicht richtig. Denn dort wurde
Jacksons korrekter Faktor v* durch einen falschen Faktor 7> ersetzt.
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Fiw) = BT i 5 0 /o) +
(Rcv(l Fn- 'v/c))
+ By* (0 %/ /e)(n - %) = (1F n-v/c) @J’)} (55a)
Fil(a) = £ !

= . Rk(4(v'i))vl+
47 (Rcv(1$n-v/c))3 [( T T2

a2 at) = R Pk 4020 (e Ren) (1 - /)

Vv R .
+ (2= (R, R) (+* - o 5 )v+72’v))'

: (Rk,wl _szkﬂ _

Ts

_ Hoc qRey
Am (Rc*y(l Fn- 'v/c))

+ Ry? ((nkvl/c —nlo¥ ey b +

5 - {02(71’“1)1/0 —nlo®/e) +

L (bl —nl R (1 m- U/c))} (55b)

Ts

In F¥ erkennt man in jedem Faktor ein Kreuzprodukt (a x b)/ =
a®b! —alb*. AuBerdem benutzen wir ¢ =2

= €guo und die Grassmann-
Identitat

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c. (56)

Damit lassen sich die retardierten und avancierten dreidimensiona-
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len Felder (46b) in der Form

Ey(x)= EY¥(2) + EP(z) , Bi(z) = BY(2) + BY ()

EO) (p) = g(nFv/c)
s drreg R*y2(1 Fn-v/c)?

(57a)

Ts

1 q
B () — : [
s () 4dweg R2(1Fn-v/c)?

(n:F'v/c)(n-iJ)—i)(liFn-v/c)]
1 gnx ((n:F'v/c) ><'b)
" dreg R2(1Fn-v/c)?

(@)(p) = _Hoc __a(n X v/c)
B () 47 R?y?(1Fn-v/c)

(57b)

Ts

(57¢)

Ts

B = om0

+(nx 0) (&1 —n- U/c)] (57d)

Ts
s . retardiert . , avanciert ,

it + : retardiert 4 , avanciert -
mi
F : retardiert - , avanciert +

t=1stR/c=7+R/c=1,—R/c

schreiben. Hier wurden die Beschleunigungsfelder, die proportional
zu  sind, mit einem Index® gekennzeichnet (nicht verwechseln
mit dem unteren Index g, der fiir ,, = retardiert oder , = avanciert
steht), und die Geschwindigkeitsfelder, die auch bei © = 0 auftreten,
mit einem Index(®).

Bevor wir die Felder im Detail diskutieren, wollen wir noch
auf einen bemerkenswerten Zusammenhang zwischen den elektri-
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schen und magnetischen Feldern hinweisen. Dazu berechnen wir
die Kreuzprodukte

1 g(n X v/c)
(9) = —
tn(rs) X EY (x) dreg R?22(1Fn-v/c)3 s
— Cng) (x) (58&)
1
() (z) = — 1 :
En(rs) XES (7)) = = RA(1Fn-v/c) [

(n X v/c)(n-5) £ (m x o) (1Fn- U/c)]

Ts

= B () . (58b)

Unabhéngig von Geschwindigkeit und Beschleunigung der Quelle
steht das magnetische Feld B stets senkrecht auf dem elektrischen
Feld E;, und die Betrage der Amplituden des elektrischen und des
magnetischen Feldes unterscheiden sich nur durch den Faktor c.

Wir haben in (32) festgestellt, dass bei Umkehr der Zeitrichtung
der retardierte Propagator in den avancierten Propagator iiber-
geht, und umgekehrt. Weil die gesamte Herleitung der Potentiale
und Felder auf diesen Propagatoren basiert, kann man auch sagen:
Die avancierte Elektrodynamik geht durch Zeitumkehr aus der
retardierten Elektrodynamik hervor, und umgekehrt. Das bedeu-
tet aber nicht, dass jede einzelne retardierte Feldkomponente bei
Zeitumkehr in die avancierte Feldkomponente iibergeht. Nur im
Zusammenwirken der Felder bei einem messbaren Phianomen muss
diese Symmetrie bestehen.

Tatsédchlich ist die Symmetrie der Felder (57) unter Zeitumkehr
verwickelter: Die magnetischen Felder wechseln das Vorzeichen, die
elektrischen Felder aber nicht. Denn die Geschwindigkeit v der
Quelle ist der einzige Faktor, der bei Umkehrung der Zeitrichtung
das Vorzeichen wechselt. © ist als zweite Ableitung des Ortsvektors
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nach der Zeit invariant unter Zeitumkehr, und das Gleiche gilt fiir
den Betrag c der Lichtgeschwindigkeit.

Ein beobachtbares Phinomen ist beispielsweise die Lorentzkraft,
die ein Feld (F?7) auf ein Teilchen mit der Ladung @, der Masse m,
dem Viererimpuls (p®) = m(u®), der Viergeschwindigkeit (u®) =
~(c,u) und der Eigenzeit 7 austibt:

dp®

4 = QFug = QF e+ QFyu; - (59%)
d o
mcd—z = —QFYy/
d~ud . )
m (71? = QF% — QF* > |

Einsetzen der dreidimensionalen Felder (46b) ergibt die relativisti-
sche Form der Lorentz-Kraft:

d
mcd—Z:—I-Qu-Es/c (59Db)
d
m% = Q(E, +u x By) (59¢)

Die erste Gleichung beschreibt den Energiegewinn des Teilchens,
zu dem Bj tiberhaupt nicht beitrigt, und E4 nur mit seiner zu w
parallelen Komponente. d/ dt ist proportional zu v - ¥, siehe (54).
Als erste Ableitung des Ortsvektors nach der Zeit wechselt v bei
Zeitumkehr das Vorzeichen, wahrend © unter Zeitumkehr invariant
ist. Also wechselt die linke Seite von (59b) bei Zeitumkehr das
Vorzeichen, ebenso wie u auf der rechten Seite. Also muss

E,=E, (60a)

gelten. Demgegeniiber bewirkt der zusatzliche Faktor u, dass die
linke Seite von (59c¢) unter Zeitumkehr invariant ist. Auf der rechten
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Seite ist E¢ laut (60a) invariant, und u wechselt das Vorzeichen.
Also muss

B, =-B, (60b)

gelten. Die Felder (57) erfiillen diese Bedingungen.
Im Fall v = % = 0 sind BY = B(® = E = 0 und v = 1.
Dann hat E(9) die wohlbekannte einfache Form

(6572) 1 gqmn

dmeg R? (61)

Ts

des Coulomb’schen Gesetzes. Zwischen den Ladungen ¢ und Q
wirkt die retardierte Kraft

dyu 61) 1 Qgn

=QE, 62
A @ dreg R2 |7, (622)
und die avancierte Kraft
dyu 61) 1 Qqgn
—— =QE, = 62b
Qg @ dmey R? 17, (62b)

Addition beider Gleichungen, und Division durch 2 ergibt

. n
W R

dyu 61) 1 Qq (n
R2

1
- ZO(E E )= =
Mgy = 3 @+ Ea) 2 dreg

Ta) . (62¢)

Seit dem Ende des neunzehnten Jahrhunderts werden diese Glei-
chungen auf unterschiedliche Weise interpretiert. Nach dem einen
Standpunkt sind die avancierten Felder nur ein Artefakt der Theo-
rie, und existieren in der Realitdt iiberhaupt nicht. Die gemessene
Kraft beruht nach dieser Ansicht allein auf dem retardierten Feld,
und wird durch (62a) korrekt beschrieben.

Offensichtlich kann man durch die Messung der Kraft im stati-
schen Fall nicht entscheiden, ob (62a) oder (62c) richtig ist, weil
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beide Gleichungen die identische Kraft ergeben. Dagegen schei-
nen die Beobachtungen der Felder bewegter Ladungen gegen die
Existenz der avancierten Felder zu sprechen: Wenn man einen
Lichtblitz in Richtung auf einen Spiegel emittiert, dann beobachtet
man den reflektierten Blitz stets nach der Emission, aber niemals
vorher. Es gibt aber eine Alternative zur Maxwell’schen Elektrody-
namik, nédmlich die hauptséichlich auf Gaufl, Schwarzschild, und
Frenkel zuriickgehende Fernwirkungstheorie der Elektrodynamik
(siehe [8,9] und die in diesen Artikeln angegebenen Quellen), die
beansprucht alle beobachtbaren elektrodynamischen Phanomene
in gleicher Weise beschreiben zu konnen. In dieser Theorie sind
die Felder keine eigenstdndigen physikalischen Objekte, vielmehr
gibt es nur geladene Teilchen, die einander durch Fernwirkung
beeinflussen. Die Felder der Maxwell’schen Theorie haben in der
Fernwirkungstheorie lediglich den Status von Rechengréfien auf
dem Papier des Theoretikers. Wir werden auf diese Theorie nicht
eingehen, wollen uns aber die Option auf beide klassischen elektro-
dynamischen Theorien offenhalten. Deshalb behalten wir sowohl
die retardierten Felder wie auch die avancierten Felder weiterhin
bei.

Im Fall v # 0 und © = 0 nimmt ng) proportional zu v zu.
Der Ort r der Quelle, ihre Geschwindigkeit v, und der Beobach-
tungspunkt x definieren die Ebene der linken Skizze in Abb. 2. Im

Abb. 2: Geschwindigkeit und Beschleunigung der Quelle
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skizzierten Beispiel weist ng) ~ —qn X v bei positiver Ladung
(¢ > 0) der Quelle senkrecht aus der Zeichenebene nach oben.
EY ~ n T w/cliegt in der Zeichenebene. Nur im hoch relativis-
tischen Fall v — ¢ kann die Richtung von ngi) wesentlich von n
abweichen.
Die Energie, welche die Felder E; und B, pro Zeit durch eine
Flache f transportieren, ist gleich S - f, wobei
S—LtExB P+l ExmxE) (63)
Ho CHo
der Poynting-Vektor ist. Im statischen Fall v = ¥ = 0 ist er Null
wegen B = 0. Aber auch im Fall v # 0 und © = 0 wird keine
Leistung von der Quelle abgestrahlt. Denn wegen n X n = 0 ist in
diesem Fall

S~ (£)(F)(nFov/c) x(n X v/c) =
=-—nx(n X v/c)tvX(n xv/c).

Der erste Term steht senkrecht auf n, d. h. dieser Teil der Leistung
flieft um die Quelle herum, aber nicht von der Quelle weg oder auf
die Quelle zu. Der zweite Term, der nur im hoch relativistischen Fall
die gleiche Gréenordnung erreicht wie der erste, hat zwar eine von
Null verschiedene Komponente in Richtung nn. Wenn man aber iiber
die Oberflache einer Kugel integriert, in deren Mittelpunkt sich die
Quelle befindet, dann wird der Beitrag in Richtung n durch einen
gleich groflen aber umgekehrt gerichteten Energiestrom in Richtung
—n kompensiert. Der Netto-Energiestrom durch die Oberfliche ist
Null. Auch der zweite Term beschreibt nur die Feldenergie, welche
die Quelle mit sich fithrt, es wird keine Energie abgestrahlt oder
absorbiert.

Alternative Begriindung: Man geht von der Tatsache aus, dass
eine ruhende Ladung keine Energie abstrahlt. Zur Beschreibung
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einer gleichméfig bewegten Quelle mit der Geschwindigkeit v be-
trachtet man die gleiche Quelle aus einem Inertialsystem, das sich
relativ zur Quelle mit der Geschwindigkeit —v bewegt. Diese Trans-
formation kann nichts an der physikalischen Tatsache dndern, dass
die Quelle keine Leistung abstrahlt.

Der Sachverhalt lasst sich auch in nochmals etwas anderer Weise
plausibel machen: Angenommen, eine gleichméflig bewegte Ladung
wiirde Energie abstrahlen. Falls der Satz von der Energieerhaltung
gilt, miisste die Ladung deshalb kinetische Energie verlieren und
schlieflich zur Ruhe kommen. Das wiirde aber bedeuten, dass unter
den mit gleichméfBiger Geschwindigkeit zueinander bewegten Inerti-
alsystemen eines besonders ausgezeichnet wére, namlich dasjenige
in dem ruhende Ladungen nicht strahlen. Das wére unvereinbar mit
den grundlegenden Prinzipien der Speziellen Relativitédtstheorie.

Im Fall © # 0 treten zusétzlich zu den Geschwindigkeitsfel-
dern E und B die Beschleunigungsfelder E{*) und B(®) auf.
Sie sind proportional zu R~!, wihrend die Geschwindigkeitsfelder
proportional zu R~2 sind. Oben haben wir festgestellt, dass die
Geschwindigkeitsfelder nicht zur Abstrahlung von Energie beitra-
gen. Zu diesem Ergebnis hétten wir auch viel einfacher gelangen
kénnen: Wenn eine Quelle Energie abstrahlt, dann wird der Ener-
giestrom pro Fléiche in grofler Entfernung R von der Quelle wie
R~2 abnehmen (weil eine Kugel die Oberfliiche 47 R? hat). Aus
(57a) und (57c) liest man aber unmittelbar ab:

S~E;xXB,= (Egg) +Eff)> % (ng) —I—B(j)) _
= Egg) Xng) + Egg) XBgS) —{—Egs) ngg) +Egs) XBgS) (64)

~ R4 ~ R3 ~ R3 ~ R2

Also brauchen wir bei der Untersuchung der Abstrahlung von
Energie nur die Beschleunigungsfelder zu betrachten, die aus diesem
Grund auch als Strahlungsfelder bezeichnet werden. Der aus ihnen
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gebildete Poynting-Vektor am Ort & zur Zeit ¢ ist

S—EOxHY ® 1 L go (n(r) xES) )
CHo

1
S|= - IBUP . n-S#0. (65)

Man beachte das negative Vorzeichen des avancierten Poynting-
Vektors: Das avancierte Feld breitet sich entgegen der ,, gewohn-
ten“ Zeitrichtung aus der Zukunft in die Vergangenheit aus. Durch
die Brille der gewohnten Zeitrichtung betrachtet bilden die avan-
cierten Strahlungsfelder eine Kugelwelle, die — aus dem unendlichen
kommend — auf den Ort der Quelle kollabiert.

Alle bisher angegebenen Formeln gelten fiir beliebige, also auch
relativistische Geschwindigkeiten der Quelle q. Die nicht-relativis-
tischen Naherungen der Strahlungsfelder kénnen aus (57) und (58)
leicht abgelesen werden:

1 gnx(nx9v)

E{) () = 4MO RE .. (66a)
’ ’ - 47T60 g 512(3’")' - (66b)
¥ (x) = £n(r) X B () (66¢)

fallsv/c<<1 , mitt=7+R/c=7.+R/c=1,— R/c

E'®) liegt im nichtrelativistischen Fall in der durch n und @ defi-
nierten Ebene (siehe rechte Skizze in Abb. 2), steht senkrecht auf
n, und der Winkel (E(®), ©) ist stets > 7 /2. Im Beispiel von Abb. 2
weist Egs) bei ¢ > 0 etwa in Richtung 8 Uhr. Der retardierte Vektor
B®) weist in diesem Fall senkrecht nach oben aus der Zeichenebene
heraus, der avancierte Vektor B((f) weist senkrecht nach unten in
die Zeichenebene hinein.

Um die Strahlungsleistung d P zu berechnen, die dabei eine infi-
nitesimale Flache d9 d¢ im Abstand R von der Quelle durchdringt,



ASTROPHYSIKALISCHES INSTITUT NEUNHOF
MITTEILUNG SD90115, OKTOBER 2013 33

wahlen wir ein Kugelkoordinatensystem so, dass die Quelle sich im
Ursprung befindet ( = 0) und die Richtung ¢ = 0 parallel zu o ist,
siehe die rechte Skizze von Abbildung 2. (Es handelt sich also um
ein beschleunigtes Koordinatensystem, was aber fiir unsere nicht-
relativistische Uberlegung belanglos ist.) Es gilt

dp _|BEP? 66a) 1 ( g%

2
= 4W60R62) sin?® . (67)

R2sind dv dy  cup clio

Man beachte die durch sin? 1) beschriebene Abhingigkeit der Strah-
lungsleistung von der Richtung der Beschleunigung. Die gesamte
abgestrahlte Leistung ergibt sich aus dem Integral

by 21 2
1 qv
P= 2 gi — (2= ) gin2
/dﬁR sin ¢ dcp ™ (47T60R62> sin“ 1

87‘(‘6003 /d'l9 sin 19 = m . (68&)

Diese Formel wurde 1897 von Larmor angegeben. Um das entspre-
chende Ergebnis fiir den relativistischen Fall v — ¢ herzuleiten
konnte man versuchen, die gleiche Rechnung mit den relativisti-
schen Feldern (57) durchzufithren. Es geht aber auch viel einfacher.
Wir suchen eine relativistisch kovariante, d. h. ausschliefSlich mithil-
fe von Lorentz-Tensoren formulierte Gleichung, die sich im Grenzfall
v < ¢ auf (68a) reduziert, und auBerdem im Hinblick auf (57) nur
von v und ¥ abhéngen soll. Wenn man die nichtrelativistische
Formel (68a) in der Form

o 2¢ dp\2

 3c3(4meg)m? <E)
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schreibt, in der m die Masse der Ladung und p ihr Impuls ist, dann
ist es plausibel dass die relativistische Verallgemeinerung von (68a)

2

2q d—p) ’ (68b)

p=—__4
3c3(4meg)m? <d7'

ist. dp/ d7 ist die Ableitung des Vierer-Impulses des Teilchens nach
seiner Eigenzeit 7. Zur Probe setzen wir p = (E/¢, p) = v(mc, mv)
ein, und erhalten

My - By

P=-_"_ |([—==-L
3c3(4meg) L\medr m\ dr
2¢> dv\?2 2
N [ — fir - <1.
3c3(4mep) (dt) wE <

3. Strahlungsriickwirkung: Energieerhaltung

Im vorigen Abschnitt haben wir die retardierten und avancierten
Felder berechnet, die von einer beschleunigten Punktladung abge-
strahlt werden. Woher kommt die abgestrahlte Energie? Sie kann
nur aus der kinetischen Energie des strahlenden Teilchens kom-
men, d. h. das strahlende Teilchen muss abgebremst werden. Diese
bremsende Wirkung wird als Strahlungs-Riickwirkung bezeichnet.
Unsere Diskussion der Strahlungsriickwirkung folgt in weiten
Teilen Jackson [4, Kap.16]. Die Beschleunigung des geladenen
Teilchens durch die duflere Kraft Foy bewirkt eine Zunahme seiner
kinetischen Energie. Gleichzeitig geht aber auch Energie durch
Strahlung verloren. Auch dieser Teil der Energie muss durch die
dufere Kraft aufgebracht werden. Deshalb kann man die Kraft Foy
formal zerlegen in einen Anteil F'y,os, der das Teilchen beschleunigt,
und einen Anteil Fl,, der die abgestrahlte Energie aufbringt.
Wir nehmen in der folgenden nicht-relativistischen Untersuchung
an, dass die Geschwindigkeit v # 0 des geladenen Teilchens ver-
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schieden von Null ist. Das bedeutet keine Einschrénkung der allge-
meinen Giiltigkeit unserer Uberlegungen, denn es ist stets méglich
die Berechnungen in einem Inertialsystem durchzufiihren, in dem
v # 0 ist. Im Zeitraum to — t1 leistet Foyy = Fpes + Flstr die Arbeit

240>
dt (Fpes + Fstr) dt — .
/ bes 7 Hst / m'vv + 303471'60) (69)

Um einen expliziten Ausdruck fiir Fg, abzuleiten, integrieren wir
den zweiten Term partiell:

to

/dt Py 200 0" /dﬁff‘v’-v 70)
str¥ = 3c34meq 4 3c34meg

t1

Im Folgenden werden wir ausschliellich den Fall betrachten, dass
der erste Summand auf der rechten Seite Null ist. Das ist der
Fall, wenn entweder die duflere Kraft nur wihrend eines begrenzten
Zeitintervalls ¢] ...t} wirkt (dann wihlt man ¢; < ¢} und to > t5, so
dass ©(t1) = ©(t2) = 0 ist), oder wenn es sich um einen periodischen
Vorgang handelt (dann kénnen die Zeitpunkte ¢; und ¢ stets so
gewahlt werden, dass der erste Summand auf der rechten Seite Null
ist). Wenn beispielsweise ein Elektron in einer Antenne auf und ab
beschleunigt wird, dann ist an den Umkehrpunkten v = 0. Wenn
das Teilchen auf eine elliptische Bahn beschleunigt wird, dann gilt
zu zwei Zeitpunkten v - v = 0. In all diesen Féllen missen die
Integranden der verbleibenden Terme gleich sein:

2¢%% - v
363471'60

2¢° |9
 3c34req

Fy,-v=—

| Fsty| cos(Fgr,v) = cos(¥,v) (71)
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Dies muss fiir beliebige Winkel (Fg,, v) gelten, also miissen die
Winkel (Fgy,v) und (¢, v) stets gleich sein. Wenn ¥ eine andere
Richtung als Fi, hitte, dann miisste man fragen: warum gerade
diese Richtung? Auf diese Frage gibt es in der Symmetrie des
Modells keine Antwort. Also miissen diese beiden Vektoren parallel
sein, woraus

2¢°%

Fy ———-1Y%
st 3c34meg

(72)
folgt. Mit diesem Ausdruck erhélt man als Bewegungsgleichung
des geladenen Teilchens

2q2
3c34meq

F = Fys + Fgy = md — (73)
Fy; héingt nur von ¥ und vom Betrag der Ladung des beschleu-
nigten Teilchens ab.

In dieser Gleichung werden die Grenzen des klassischen Mo-
dells der Strahlung und Strahlungsriickwirkung deutlich erkenn-
bar. Zum einen hat sie fir F = 0 neben der verniinftigen Lo6-
sung ¥ = ¥ = 0 auch noch die unsinnige , run-away“-Losung
© = exp{+t 3c3dregm/(2¢*)}. Man kann die unsinnige Losung ver-
meiden, indem man neben Ort und Geschwindigkeit der strahlenden
Ladung zur Zeit to auch 9(t — co) = 0 als dritte Randbedingung
vorgibt. Dazu bemerkte Dirac [5, Seite 158] in seiner Diskussion der
Gleichung (73): “We now have a striking departure from the usual
ideas of mechanics. We must obtain solutions of our equations of
motion for which the initial position and velocity of the electron are
prescribed, together with its final acceleration, instead of solutions
with all the initial conditions prescribed.”

Es kommt aber noch merkwiirdiger: In der zitierten Arbeit
betrachtet Dirac auch eine Beschleunigung eines Elektrons, die
nur fiir sehr kurze Zeit (pulsartig) wirksam ist. Dabei stellt er
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fest [5, Gleichung (35)], dass das Elektron bereits beschleunigt
wird, bevor der Puls bei ihm eintrifft. Das wird in der Literatur
oft als ,, pre-acceleration“ bezeichnet. Eine lesenswerte Diskussion
der befremdlichen Ergebnisse und Paradoxa, welche die klassische
Behandlung von Strahlung und Strahlungsriickwirkung nach sich
zieht, wurde von K. Brown [10] veroffentlicht.

Angesichts so abwegiger Ergebnisse kann man die Flucht nach
hinten oder nach vorne antreten. Die Flucht nach hinten funk-
tioniert folgendermaflen: Unsere Herleitung von (73) basiert auf
der Larmor-Formel (68a), die wir wiederum aus den Formeln (57)
abgeleitet haben, welche die Felder einer Punktladung ¢ beschrei-
ben. Medina [11] fithrt gute Griinde dafiir an, dass die Annahme
von Punktladungen (wobei der Begriff Punkt im strengen ma-
thematischen Sinn gemeint ist) unvereinbar mit der klassischen
Elektrodynamik ist. Unter der Voraussetzung dass im Rahmen
einer klassischen Theorie der Radius eines geladenen Teilchens
niemals kleiner als der klassische Radius (95) angenommen wer-
den darf, findet Medina [11, (96)] anstelle von (72) als Kraft der
Strahlungs-Riickwirkung in nicht-relativistischer Ndherung

2q° (U ENCE Fbes)) .

Fyp = —
S 3c34meg c2

Die Flucht nach vorne besteht darin, dass man grundséatzlich den
Sinn einer klassischen Beschreibung von Strahlungsemission und
Strahlungsriickwirkung in Zweifel zieht. Wir wissen, dass elektro-
magnetische Energie nicht in Form kontinuierlicher Wellen emittiert
wird, sondern in Form von Photonen. Wenn eine beschleunigte La-
dung in unregelméfligen Abstdnden Photonen emittiert, dann wird
sie bei jeder Emission einen Riickstofl erfahren, und ihre Beschleu-
nigung ist nicht klar definiert. In dieser Sichtweise sollte man dann
aber konsequenterweise iiberhaupt auf den Begriff der ,, Bahn“ r(t)
eines Teilchens verzichten, so wie es Heisenberg [12] in seiner grund-



38 STRAHLUNG UND STRAHLUNGSRUCKWIRKUNG

legenden Arbeit zur Quantenmechanik tat. Damit werden dann
auch die Begriffe der Geschwindigkeit v(¢) des Teilchens, seiner
Beschleunigung ©(t), und der Ableitung ¥(¢) der Beschleunigung
obsolet.

Gleichung (73) wird nach ihren Entdeckern Abraham-Lorentz-
Gleichung genannt. Die Forscher gaben sich mit dieser Losung
nicht zufrieden. Sie suchten nach einer Erklarung fir Fg, die
unmittelbar aus den Maxwell’schen Gleichungen hergeleitet werden
sollte. Die Theorie, zu der sie dabei gelangten, werden wir im
néchsten Abschnitt besprechen.

4. Strahlungsriickwirkung einer ausgedehnten
Ladung

Abraham und Lorentz betrachteten als Quelle der Strahlung speziell
ein beschleunigtes Elektron. Sie stellten sich dieses Teilchen nicht
als Punktladung vor sondern nahmen an, dass seine Ladung iiber
einen endlichen Raumbereich verteilt sei:

—e = /d3:1: p(x) = —1.6-10717C (74)

Das Integral ist iiber den gesamten Raumbereich zu erstrecken,
in dem die Ladungsdichte p(x) des Elektrons signifikant von Null
abweicht.

Die Strahlungs-Riickwirkung ist im Modell von Abraham und
Lorentz identisch mit Lorentzkraft, die das beschleunigte Elektron
durch die von ihm abgestrahlten retardierten Felder E,(f) und B&S)
auf sich selbst austibt. Es ist charakteristisch fiir ihre Untersuchung,
dass die avancierten Felder E() und B(®) als unphysikalische Arte-
fakte der Theorie betrachtet und von vornherein gestrichen werden.
Wenn sich keine weiteren geladenen Teilchen in dem Raumbereich
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befinden, iiber den integriert wird, dann kann diese Kraft als
/d3 9 4 j x BY) (75)

geschrieben werden. Bei der Berechnung dieses Integrals werden wir
uns weiterhin an Jackson [4, Kap. 16] orientieren. Wir beschrénken
uns im Folgenden auf eine nicht-relativistische Beschreibung (v <
¢), und benutzen dabei ein Inertialsystem, in dem sich das Elektron
so langsam bewegt, dass der zweite Summand in (75) gegeniiber
dem ersten vernachlissigt werden kann (j x B®) < pE®)). Ein
solches Bezugssystem kann zumindest fir ein kurzes Zeitintervall
stets definiert werden. Wenn man E(®) als Funktion des skalaren
Potentials <I>£S) und des Vektorpotentials A,@ schreibt, gilt unter
dieser Voraussetzung

FG) = /d31: pE® /d?’xp (Vo) + A(s)) (76)

In diese Gleichung sind die retardierten Potentiale

+00
36e) o [ 13 W, L
2 Lo /d y / aty 2 6t~ t, ~ R/e) (T7)

mitR=x—-—y , R=|R]|

einzusetzen. Diese Potentiale berticksichtigen die endliche Zeit
t —ty, > 0 welche die Felder brauchen um sich vom Punkt y zum
Punkt x auszubreiten. Das Integral iiber ¢, kann dank der Delta-
Funktion leicht ausgefiithrt werden. In einer nicht-relativistischen
Beschreibung mit (j7) ~ (pc, pv) kénnen die dreidimensionalen
Potentiale folgendermaflen geschrieben werden:

oA 47re : R
0 mit t, =t — — (78)
AL / d3y I(tr,y c
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Im Modell von Abraham und Lorentz ist das Elektron zwar {iber
einen endlichen, aber nur sehr kleinen Raumbereich ausgedehnt.
In (95) werden wir den , klassischen Elektronenradius“ als ~ 3 -
10~°m bestimmen. Also handelt es sich bei t — ¢, = R/c um ein
sehr kleines Zeitintervall von etwa 10~23s. Deshalb ist es sinnvoll,
die retardierten Integranden von (78) in einer Taylorreihe um ¢
(genauer gesagt: vor t > t,.) zu entwickeln:

Pty == Rjey) = 3 ST ey @)

Die retardierten Potentiale (78) mit der Entwicklung (79) werden
in (76) eingesetzt und ¢~% = egup genutzt*:

1
Fe) = _ /d3 /d?’ypt:c
47‘(‘60 = n' cn

d"p(t,y) y) 1d d"j(t,y)
n—1 n—1
Vi dtn 2 dt R dtn } (80)

Zunachst ignorieren wir den zweiten Term in der eckigen Klammer.
Wir nehmen an, dass p(x) ein starres Gebilde mit Kugelsymmetrie
ist. Dann ergibt der erste Term mit n =0

e 3 3 -1 _
o & [dypta) oty VR =0 (81

Denn aufgrund der Kugelsymmetrie gibt es fiir jeden positiven
Beitrag einen gleich grofien negativen Beitrag zum Integral. Mit

4 Die auf (16.24) folgende Formel in der dritten deutschsprachigen Auflage
von Jackson [4] enthélt einen Druckfehler: Das Minuszeichen zwischen den
beiden letzten Termen in der eckigen Klammer muss durch einen Produkt-
Punkt ersetzt werden. In der dritten englischen Auflage [6] und in der vierten
deutschsprachigen Auflage [7] ist diese Formel korrekt abgedruckt.
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n =1 ist der erste Term in der eckigen Klammer von (80) ebenfalls
null, weil er den Faktor VR!™! = 0 enthalt. Mit

VR" ! =(n—-1)R"? % =(n—-1)R" SR

1 & (=) n!
FO) — §:7/3/3 ™ g1
2 d’z dyp(t,a:)[(n+2)!c2 (n+1)
L py) 1A ()
. pn—1 ) n—1
r dgnt2 2 dtR dtn } '

Wegen (35) kénnen die Ableitungen nach ¢ vor die eckige Klammer
gezogen werden:

(82)

FG) — 1 EOO —1)" /d3£€/d3 (t, ) L—H{#
 dme = nlent? YPHE) qgns1 (n+2)
dp(t
'Rn_lR pfiéy) R 1 (t y)} (83)

Aufgrund der Erhaltung der elektrischen Ladung gilt die Kontinui-
tatsgleichung

d .
ap(ﬂy) - _Vy ) (tay) :

Mit ihr ergibt sich

D=L /d%p(t z) i C /d3 R
4d7eg ’ = n! cnt2 qgn+l
__R
(n+2)

Am Rand des Volumens, iiber welches das Integral iiber y ausge-
fithrt wird, sind p bzw. j gleich Null (bzw. vernachléssigbar klein).

V-3 (ty) +ity)] (84)
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Deshalb ergibt die partielle Integration des ersten Terms iiber y
abgesehen von konstanten Faktoren

_ /d3an—1 (nlj2) Vy -j (t, y) =
R
(n+2)

= [ (= - DR R

—+ [dy (v, R

R _ pn—1__J )
(n+2) CEDE

Also ergibt das y-Integral iiber die eckige Klammer von (84)

/d?’yR"_1 } =

n— , R (n+1)j
= [y [~ - R e R e B

Da wir eine starre Ladungsverteilung annehmen, ist

Jity) =pt,y)v(t) . (85)

Weil wir dariiber hinaus eine kugelsymmetrische Ladungsverteilung
annehmen, mitteln sich bei den Integrationen iiber « und y alle
Komponenten des Integranden, die senkrecht zu v sind, heraus.
Deshalb adndert sich der Wert des Integrals nicht, wenn man den
Faktor R in der eckigen Klammer mit dem Einheitsvektor v/v
multipliziert:

/d3 r L /d3 R p(t, y)u(t) -

(n — )(U'R) (n+1)
'[_(n+2) WR)? +(n+2)]
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Weil R unter dem Integral alle Richtungen mit gleicher Haufigkeit
annimmt, kann (v - R)?/(vR)? durch seinen Mittelwert

<(1()1)Pf;)2> 4171 ]smﬁ d197rdg0 cos (’U R) =

1 [_ 605319} 1
3 0

ersetzt werden. Das fiithrt zu

(56) = [@y R plt,yel) 2

Also iibt das vom Elektron selbst abgestrahlte Feld auf das Elektron
die Kraft

(e}
FO =%N"F{ (87a)
n=0
n n+1
(5) ) _4 (s (=nm dm*
Un n! Cn+2 dtn—‘rl (t)

s) — 3 3 p )
Ul = /d /d 476031 L (87¢)

aus. Weil wir eine starre Form und Ladungsverteilung des Elektrons
annehmen, ist U,SS) nicht von ¢ abhéingig, und konnte vor den
Differentialquotienten gezogen werden. Die Kraft ist Null, wenn
alle Ableitungen d"*'v/d#"*! Null sind, d. h. wenn das Elektron
ruht oder sich mit konstanter Geschwindigkeit bewegt. Im Grenzfall
eines punktférmigen Elektrons (R — 0) wiirde Ués) divergieren,
Ul(s) ist von R unabhéngig, und Ués) mit n > 2 wiirde gegen
Null konvergieren. Weil wir ein endlich ausgedehntes, aber kleines
Elektron mit einem Radius von etwa 3 - 10~1°m annehmen (diese

Annahme werden wir gleich begriinden), sind die Terme mit n > 2

F;’

(87b)
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zwar von Null verschieden, das Ergebnis wird aber von den beiden
Summanden mit 7 = 0 und n = 1 dominiert. Man sieht das, wenn
man die GréBenordnung der Terme n und n — 1 (wobei n > 2 sein
soll) miteinander vergleicht:

dn+1
PO Blgmre®)]
s ~ dm ~

~ 1072 falls

)dﬂ“' ’Aswn =1 69)

Wegen der Kleinheit von R kann man in ausgezeichneter Néhe-
rung alle Summanden mit n > 2 vernachléssigen, und erhéilt die
Strahlungsriickwirkung

s s s 4(@0 o 4l@1 ..
F():F(())Jng):—g 2 Ots gt

(89)

Der Summand F(S) enthéilt die elektrostatische Selbstenergie

) (87) 1/ 3 /3 plt,x) p(t,y)
d’z [d
47reoR (90)

des Elektrons. Dies ist die Arbeit die man leisten miisste, um die
gesamte Ladung des Elektrons aus unendlichem Abstand entgegen
der elektrostatischen Abstoflung auf ihre Position im Elektron
zusammenzufithren.

Mit

(s) (87) /3 /3 plt, ) plt,y) _ €
Ui 2 d d 4meg R1 8mep (o1)

kann die Strahlungsriickwirkung geschrieben werden als

4Ué) . 2¢2

F6) o _ .
32 U 38 hne, U

(92a)



ASTROPHYSIKALISCHES INSTITUT NEUNHOF
MITTEILUNG SD90115, OKTOBER 2013 45

was mit

. 2

FO Foe+ Fyp = mio — 363467@ B (92b)
verglichen werden sollte. Die Vorzeichen sind unterschiedlich, weil
F in (73) als Kraft definiert wurde, die von aufien auf das Elektron
wirkt, und deshalb die umgekehrte Richtung hat wie die vom Elek-
tron auf sich selbst ausgeiibte Riickwirkungskraft F(*), Da in (92)
die jeweils zweiten Summanden identisch sind ist es naheliegend,
auch die zu ¥ proportionalen Terme miteinander zu identifizieren.
Man definiert die ,,elektrostatische Masse“ des Elektrons durch

1UyY
Me = 3 2 (93)
und erhélt dadurch die Gleichung
FY = —m.o . (94)

Bald darauf (ndmlich 1905) entdeckte Einstein den Zusammenhang
E = mc? zwischen Energie und triager Masse. Die von Abraham
und Lorentz gefundene triage Masse me unterscheidet sich davon
durch den eigenartigen Faktor 4/3. Hinsichtlich der Klarung dieses
Faktors verweisen wir nochmals auf die Arbeit von Medina [11].
Davon abgesehen braucht die Theorie von Abraham und Lorentz
also keinen besonderen Masseparameter, sondern kann die Trag-
heit des Elektrons durch die Selbst-Wechselwirkung seiner Ladung
erklaren! Man definiert den ,, klassischen Elektronenradius® r, als
gewichtetes Mittel von 2R im Integral (90):

e? p(t,x) p(t, y) (90)
d3 /d3 U( s)
4megre / 47T€0 2R

4
= — ~-28-10"m~38-10"%m. (95
fe=3 47reomec2 3 m . (95)
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Diesen Zahlenwert erhilt man, wenn man den experimentell beob-
achteten Wert m, = 9.1-1073kg einsetzt. Wenn man statt m. die
Masse m = U(gs)/c2 =9.1-1073'%kg nach Einstein einsetzt, erhilt
man 7. &~ 2.8 - 10~ °m.

Das Elektronenmodell von Abraham und Lorentz stellte am Ende
des neunzehnten Jahrhunderts einen bemerkenswerten Fortschritt
der Theorie dar, weil es plausible Erkldrungen fiir

x die trdge Masse des Elektrons und fiir
x die Strahlungsriickwirkung

liefert. Dass beide Erklarungen eng miteinander zusammenhén-
gen verstirkt seine Uberzeugungskraft. Es hat aber auch mehrere
schwerwiegende Schwachpunkte. Die beiden offensichtlichsten und
wichtigsten sind:

« Es ist bis heute (2013) keine Kraft bekannt, die das Elektron
entgegen der elektrostatischen Abstoffung seiner Bestandteile in
dem kleinen Volumen von 4772 /3 ~ 10~43m? zusammenhalten
konnte.

* Es ist inzwischen experimentell gesichert dass der Radius eines
Elektrons, falls er eine endliche Groéfle haben sollte, kleiner als
2-1072?m sein muss [13]. (Bemerkenswerterweise resultiert diese
Obergrenze nicht aus Hochernergie-Kollisionsexperimenten mit
Leptonen, die den Radius des Elektrons nur auf < 10~ '¥m ab-
schitzen konnen, sondern aus der Untersuchung des anomalen
magnetischen Moments des Elektrons.) Der klassische Elektro-
nenradius ist um mehr als den Faktor 107 gréfer als mit der
Beobachtung vertraglich.
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