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Evaneszente Elektromagnetische Felder

Wenn elektromagnetische Wellen an der Grenzfldche zu einem op-
tisch diimmeren Medium vollstindig ins dichtere Medium reflektiert
werden (totale innere Reflektion), dann treten im optisch diinneren
Medium exponentiell abfallende evaneszente Felder auf. In dieser
Mitteilung wird gezeigt, dass die Beschreibung der evaneszenten
Felder vollstindig im Rahmen der Maxwell’schen Theorie madg-
lich ist, und keine ,, neue Physik® erfordert. AufSerdem werden das
Snellius’sche Brechungsgesetz, die Fresnel-Koeffizienten, sowie die
Phasenwinkel aller Felder fiir beliebige unter- und tberkritische
FEinfallswinkel der Strahlung abgeleitet. Mithilfe der Stokes-Rela-
tionen werden explizite Formeln fir die frustrierte totale innere

Refiektion (FTIR) berechnet.
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1. Einleitung

Wenn elektromagnetische Strahlung, aus einem transparenten Me-
dium mit dem Brechungsindex n, kommend, unter dem Winkel 9,
auf die ebene Grenzfliche zu einem anderen, ebenfalls transparen-
ten Medium mit dem Brechungsindex n; trifft, dann wird sie im
allgemeinen teilweise unter dem Winkel 95 ins Medium b gebrochen
und teilweise unter dem Winkel 4, ins Medium «a reflektiert, siehe
Abbildung 1.

Der Zusammenhang zwischen den Winkeln und den Brechungs-
indizes der beiden Medien ist seit dem frithen 17.Jahrhundert
bekannt. Er wird durch das Snellius’sche Brechungsgesetz beschrie-
ben:

9, = Ve (1a)
Ng sin e = ny sin Uy (1b)

Zweihundert Jahre spédter gab Fresnel prizise Formeln fir die Am-
plituden der gebrochenen und der reflektierten Strahlung an. In den
Abschnitten 3 und 4 werden wir sowohl das Brechungsgesetz von
Snellius als auch die Fresnel’schen Formeln aus den Maxwell’schen
Gleichungen ableiten.

Abb. 1: Winkel und Koordinaten
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Das Snellius’sche Brechungsgesetz hat nur fiir

"4 in 9, = sin vy < 1 (2)
ny
reelle Losungen. Im Fall n, > n; ist diese Bedingung fir hinreichend
grofie Einfallswinkel ¥, < 7/2 nicht erfiillt. Der Winkel

. (T
Ve kritisch = arcsin (na) (3)
wird als kritischer Winkel bezeichnet. Strahlung, die unter einem
Winkel ¢ > O¢ kritisch einféllt, wird erfahrungsgemis zu 100 %
zuriick ins Medium a reflektiert.

Uberraschenderweise sind die elektromagnetischen Felder im
Medium b auch bei iiberkritischen Einfallswinkeln der Strahlung
nicht Null. Ihre Intensitat fallt vielmehr im Medium b nur expo-
nentiell mit der Entfernung von der Grenzfliche ab. Diese expo-
nentiell abfallenden Felder im Medium b werden als ,,evaneszente
Felder” bezeichnet. Experimentelle Belege fiir die Existenz der
evaneszenten Felder werden wir in Abschnitt 2 angeben.

Aus Abb. 1 kann man k , = kj cos ¥, ablesen. Diese Skizze be-
schreibt jedoch nur den Fall unterkritischer Einfallswinkel. Es ist
unmoglich, den Winkel 9y, im Fall ¥, > ¢ kritisch graphisch darzu-
stellen. Die beiden fithrenden Lehrbiicher der klassischen Optik und
Elektrodynamik, ndmlich Born und Wolf[1], sowie Jackson [2, 3],
und in ihrer Nachfolge sdmtliche anderen mir bekannten Lehrbii-
cher, stiitzen sich bei der Herleitung der Theorie der evaneszenten
Felder — ohne Beweis! — auf die Annahme, dass sowohl die Relation
Ky = ky cos ¥y als auch das Brechungsgesetz (1b) auch fiir tiber-
kritische Einfallswinkel gelten. Dann muss wegen sinJ, > 1 der
Winkel 9, € € komplex sein, und folglich muss k; , € € ebenfalls
komplex sein.

Wahrend das Brechungsgesetz fiir unterkritische Winkel aus den
Maxwell’schen Gleichungen hergeleitet wird, werden die komplexen
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Brechungswinkel in der Literatur an dieser Stelle ohne theoreti-
sche Begrindung ad-hoc eingefiihrt, und bleiben deshalb ziemlich
riatselhaft. Die Ergebnisse werden zwar durch die experimentellen
Beobachtungen bestétigt, es bleibt aber unklar ob sich die Theorie
der evaneszenten Felder im Rahmen der Maxwell’schen Theorie
bewegt, oder ob irgend eine Form von , neuer Physik®“ beno6tigt
wird.

Es erscheint mir wesentlich ,, natiirlicher” in umgekehrter Reihen-
folge vorzugehen, ndmlich zunéchst zu beweisen dass der Ansatz

E(t,r) = Ee!lkr—wtten) (4a)

B(t,r) = Be!(kr—witen) (4Db)

auch evaneszente Felder beschreiben kann, wenn man komple-
xe Wellenvektoren k zulédsst. Darauf aufbauend kann man dann
zum Zweck einer besonders tibersichtlichen Darstellung im zweiten
Schritt komplexe Winkel einfiihren. Die komplexen Winkel spielen
aber in unserer Darstellung keine essentielle Rolle; nur die komple-
xen Wellenzahlen sind unverzichtbar. Eine Welle mit komplexer
Wellenzahl ist als exponentiell geddmpfte Welle wohlbekannt und
anschaulich leicht interpretierbar — ganz im Gegensatz zu einem
komplexen Winkel.

2. Beobachtungen evaneszenter Felder

Wenn eine elektromagnetische Welle, aus dem optisch dichteren
Medium a kommend, unter einem Winkel ¥, > ¢ kritisch auf die
Grenze zu einem optisch diinneren Medium b trifft und total reflek-
tiert wird, dann dringt sie ein kleines Stiick (quantitative Angaben
sogleich) ins Medium b ein, bevor sie ins Medium a zuriickkehrt.
Es sind vor allem zwei Beobachtungen, die diese Tatsache belegen:
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Die , frustrierte totale innere Reflektion“(FTIR), und die Goos-
Hénchen-Verschiebung.

Die FTIR ist seit Jahrhunderten bekannt, schon Newton erwahnt
sie in den ,, Opticks* [4, Second Book, Part I, Observation 1]. Ein oft
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Abb. 2 : Frustrierte totale innere Reflektion

benutzter Versuchsaufbau zum Nachweis der FTIR ist in der linken
Skizze von Abb.2 gezeigt. Eine elektromagnetische Welle trifft
unter einem Winkel von 45° von innen auf die Hypotenuse eines
gleichschenkligen Prismas. Falls ng > 1y und Y kritisech < 45° ist,
wird die Welle total reflektiert. Wenn man jedoch ein zweites Prisma
so anordnet, dass der Abstand zwischen den beiden Hypotenusen
nicht mehr als etwa eine Wellenldnge betréagt, dann tritt doch ein
kleiner Teil der eingestrahlten Leistung als transmittierte Welle mit
Wellenzahl kj, = k. an der gegeniiberliegenden Seite der Apparatur
aus.

Ein modernes Experiment von Meixner et. al. [5] zur Beobachtung
des Effekts ist im mittleren Bild von Abb. 2 skizziert. Die einfallende
elektromagnetische Welle ist die Strahlung eines Argon-Lasers
(Wellenldnge 514.5 nm in Luft). Das Material b ist Luft (n; = 1.000),
das Prisma besteht aus einem Glas mit n, = 1.520. Die Oberfldche
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eines Schenkels des Prismas ist verspiegelt, so dass sich in diesem
Prisma eine stehende Welle aufbaut. Der Abstand K von Knoten
zu Knoten der stehenden Welle entlang der Hypotenuse ist

_ 1 514.5nm
2 1.520-sin 45°

Das zweite Prisma wird ersetzt durch einen Wellenleiter, des-
sen Spitze (effektive Apertur etwa 80nm) im Abstand y von der
Hypotenuse des Prismas entlang der z-Achse gefiihrt wird. Die in
den Detektor eingekoppelte optische Leistung als Funktion von
x und y stellten Meixner et. al. [5] durch das Diagramm dar, das
rechts in Abb. 2 wiedergegeben wird. Man erkennt deutlich den
Knotenabstand von 239 nm der stehenden Welle in z-Richtung. Die
beobachtete Abnahme der gemessenen Leistung [ in y-Richtung
konnten Meixner et. al. [5] ndherungsweise durch

=239.3nm . (5)

I =Ioe /7 mit v = 207.8nm =+ 0.6nm (6)

beschreiben.

Dringt die total ins Medium a reflektierte Welle auch dann
ins Medium b ein und erzeugt dort ein evaneszentes Feld, wenn
sich dort kein zweites Prisma und auch kein anderer Detektor
befindet, der das evaneszente Feld nachweist? Die im zwanzigsten
Jahrhundert erforschten Quantenphdnomene haben uns gelehrt,
dass diese Frage nicht trivial ist. Es gibt aber einen Effekt, ndmlich
die Goos-Héanchen-Verschiebung, der die Antwort ,ja“ nahelegt:

Goos und Hénchen [6, 7] fithrten das Experiment in zahlreichen
Varianten durch. Eine der Varianten wird in Abb. 3 auf der néchs-
ten Seite skizziert: Ein Lichtbiindel, dessen Querschnittsfliche eine
Breite von B ~ 0.3 mm hat, wird in ein Prisma eingekoppelt, und
tritt nach etwa 60 bis 70 Totalreflektionen an der gegeniiberliegen-
den Seite des Prismas wieder aus. Auf der Ober- und Unterseite
des Prismas ist in der Mitte jeweils eine reflektierende Silberschicht
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aufgebracht. Bei jeder Reflektion dringt das Strahlenbiindel ein klei-
nes Stiick ins optisch diinnere Medium b ein, bevor es ins Medium
a zuriickkehrt. Nur dort, wo die Oberfliche des Prismas versilbert
ist, wird das Strahlenbiindel sofort reflektiert, ohne ins Medium
b einzudringen. Dadurch wird der durch eine durchgehende Linie
skizzierte Weg desjenigen Teils des Lichtbiindels, der am Medium
b reflektiert wird, bei jeder Reflektion ein Stiick in z-Richtung
versetzt gegeniiber dem gepunktet skizzierten Weg desjenigen Teils
des Lichtbiindels, der am Silberstreifen reflektiert wird.

Der Effekt ist in der Skizze stark vergrofiert dargestellt. Goos
und Hénchen arbeiteten mit der griinen Linie einer Quecksilber-
Lampe, und beobachteten bei sechzig bis siebzig Reflektionen einen
Versatz von D = 50 pym bis D = 100 pum, also etwa ein Drittel der
Breite B =~ 0.3mm des Strahlenbiindels. D héngt sensitiv vom
Einfallswinkel 1. ab und ist besonders gro3 wenn 9, nur wenig
grofer als Ve ritisch ist.
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Abb. 3: Goos-Héanchen-Verschiebung
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3. Brechungsgesetz und kritischer Winkel

Ausgangspunkt fiir alle theoretischen Uberlegungen in diesem Ar-
tikel sind die Maxwell’schen Gleichungen

VXxFE=-B (7a)
VXH=3+D (7b)
V-D=p (7¢)
V-B=0 (7d)

und die Materialgleichungen
D=¢E+P=c¢E mit € = €,€g (7e)
H=B/u—-M=B/u mit = prpo . (7f)

Wir betonen dass
EcR, BeER, HER, DeR, 3R, peR, e€R, uppeR (7g)

gilt, d. h. dass in Maxwell’s Theorie alle Komponenten der dreidi-
mensionalen Feldstarken stets reell sind.

Weil wir annehmen dass beide Medien isotrop sind, kénnen
die relativen Dielektrizitdtskonstanten €., und €., sowie die re-
lativen magnetischen Permeabilitdaten ., und p,.;, durch Zahlen
dargestellt werden, und brauchen nicht durch Tensoren mit 3 x 3
Komponenten beschrieben zu werden. Auflerdem nehmen wir an,
dass beide Medien, und auch die Grenzflache zwischen ihnen, frei
von makroskopischen Ladungen und Stromdichten sind:

p=0 , 3=0 (7h)

Damit ist zugleich gesagt, dass beide Medien gute elektrische
Isolatoren sind, in denen die elektromagnetischen Wellen keine
makroskopischen Strome induzieren.
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Im Folgenden benutzen wir fiir Vektoren F' die Schreibweise

F =u,F, +u Fy +u.F, =u, F, +u.F, +u,Fy (8)
=F, EFy =F, =F,, EFy
F=|F| ) Fy, = |Fy.l 9)

wobei u;, uy, und u, Einheitsvektoren in den drei kartesischen
Koordinatenrichtungen sind. Auch die elektrischen und magneti-
schen Felder konnen auf diese Weise als Summe von Feldern F'.,
in der Ebene der Grenzfliche der beiden Medien, und den dazu
senkrechten Feldern F', dargestellt werden. Haufig werden wir die
Felder auch unterteilen in Felder F',, die in der Ebene polarisiert
sind welche von den Wellenvektoren k aufgespannt wird, und Felder
F',, die senkrecht zu dieser Ebene polarisiert sind.

Man beachte, dass die mager gedruckten Betrage F' und F,,
mit null oder zwei Indizes stets > 0 sind, die mager gedruckten
Komponenten der Vektoren mit mit genau einem Komponenten-
Index (wie z.B. F,) dagegen grofler, gleich, oder kleiner als Null
sein kénnen.

Ay - ~ A2 -
k. “k,

Abb. 4: Die Integrationsfliche A
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Wir integrieren die beiden Maxwell-Gleichungen (7a) und (7b)
iiber die in Abb.4 auf der vorherigen Seite rot schraffierte Flache
A mit den Eckpunkten A;, As, A3, A4 und dem Normaleneinheits-
vektor ugq = u,:

/d'U:z . (V X E) = %‘dlA-Ezy = — /duz : Bz (108“)
A A A

/duz (V x H) = ]{dlA-ny = /duz'Dz (10b)
A A A

Hier wurden mit dem Satz von Stokes die Fliachenintegrale iiber
die Rotation in Linienintegrale iber den Rand [4 der Flache um-
gewandelt. Auflerdem wurde beriicksichtigt, dass wegen der Mul-
tiplikation mit den Differentialen du, bzw. dl4 nur bestimmte
Komponenten der Vektoren zum Ergebnis beitragen.

Nun schrumpfen wir die Fliche A vertikal in der Weise, dass
die Punkte A7 und Ao nur infinitesimal unter der Grenzflache im
Medium a liegen, und die Punkte A3 und A4 nur infinitesimal
iiber dieser Grenzfliche im Medium b. Dadurch gehen die Integrale
iiber B und D gegen Null, weil die Flache A infinitesimal klein
wird. Die Linienintegrale von A, nach Az und von A4 nach A;
verschwinden ebenfalls. Die Strecken von A; nach As und von As
nach A4 wahlen wir endlich, aber so klein dass sich die Felder auf
dem Weg von A; nach As bzw. von As nach A4 nicht merklich
dndern. Damit erhélt man folgende Integrale:

Ao Ay
/dlA Ex+/dlAEm—O%
Ay As

~ Em(y = —0) . AQAl — Ex(y = —|—O) . A3A4 (11&)
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Ao Ay
/dlA -H, +/dlA-Hx =0~
Ay As
~ H,(y = —0) - Ay A; — H,(y = +0) - A3A4 (11b)

Auf dem Weg von A3z nach Ay gibt es ein negatives Vorzeichen,
weil er entgegen der z-Koordinate durchlaufen wird. Mit

Ay A, = A3A, (12)
folgt
Ea,x = Eb,x ) Ha,:v = Hb,:p ) (13&)

wobei E, bzw. H, die Felder im Material a bezeichnen, und FE,
bzw. H} die Felder im Material b.

Um zu zeigen, dass entsprechende Gleichungen auch fiir £, und
H, gelten, wird die Flache A von Zeichnung 4 um 7/2 um die y-
Achse gedreht, so dass die Flachennormale in z-Richtung orientiert
ist. Anstelle von (11) erhélt man dann die Gleichungen

—Ez(y = —0) . A2A1 =+ Ez(y = —|—0) . A3A4 =0
—Hz(y = —0) <A Al + Hz(y = +O) cA3AL =0,
weil jetzt die Wegintegrale im Medium b parallel zur z-Achse

durchlaufen werden, im Medium a aber antiparallel zur z-Achse.
Mit A2A1 = A3A4 fOlgt

Ea,z = Eb,z ) Ha,z = Hb,z . (13b)

Die physikalische Aussage der Gleichungen (13a) und (13b) ist
offensichtlich, dass die zur Grenzfliche tangentialen Komponenten
der Felder E und H an der Grenzfliche stetig sind.
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Ag

A
Ay < !

Ao
Abb.5: Das Integrationsvolumen V'

Nun integrieren wir die Maxwell’schen Gleichungen (7¢) und
(7d) iiber das Volumen V des in Abbildung 5 skizzierten Kastens
mit den Eckpunkten A; bis Ag. Die Grenzfliche zwischen den
Medien a und b ist in blauer Farbe angedeutet. Sie liegt zwischen
den Flachen Aq, Ao, Ag, A5 und Ay, A3, A7, Ag. Wenn man die y-
Komponenten des Volumens infinitesimal klein und dessen z- und
z-Komponenten endlich, aber so klein wéhlt, dass sich die Felder
auf den Integrationsflichen nicht merklich &ndern, dann findet man
mit (7h) und mithilfe des Gauf’schen Satzes

o@/dvv-D: / df - D = A7 As - AAs -
\% o)
(Day(y = +0) = Day(y = —0)) .
Demnach ist an der Grenzfliche
Doy =Dy . (13¢)
Mit der gleichen Methode leitet man aus (7d)
Bay = By (13d)
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her. Also sind die zur Grenzfliche tangentialen Komponenten von
E und H, sowie die zur Grenzfliche senkrechten Komponenten
von D und B an der Grenzfldche stetig.

Wir kennzeichnen die einlaufenden Felder im Medium a mit dem
Index ., die reflektierten Felder im Medium a mit dem Index ,, und
die Felder im Medium b mit dem Index ;. Aulerdem definieren wir
ein rechtshindiges System kartesischer Koordinaten x,y, z wie in
Abbildung 1 auf Seite 2 dargestellt: Die Grenzfliche zwischen den
Medien a und b liegt in der xz-Ebene (y = 0), d. h. die positive y-
Achse steht senkrecht auf der Grenzfliche und zeigt ins Medium
b. Das Koordinatensystem wird so um die y-Achse gedreht, dass
der Wellenvektor der einlaufenden Welle in der zy-Ebene liegt
(ke,. = 0), und dass ke, > 0 ist.

Weil wir annehmen, dass die Medien a und b beide isotrop sind,
miissen dann aus Symmetriegriinden auch die z-Komponenten der
Wellenvektoren der reflektierten Felder und der Felder im Medium
b gleich Null sein: k., = k. = 0. Denn eine Annahme k,, > 0
wéare in isotropen Medien nicht besser oder schlechter begriindet
als die Annahme k,, < 0. Fiir £ . gilt entsprechendes:

ke,z = kr,z = kb,z =0 (14)

In (19) werden wir den Begriff ,, ebene Welle* formal definieren.
Falls es sich bei den einfallenden Feldern um ebene Wellen han-
delt, dann kénnen — wie wir im Folgenden sehen werden — alle
Felder in beiden Medien vollstédndig durch solche Lésungen der
Maxwell’schen Gleichungen beschrieben werden, die die Form

E(t,r) = Belkr—wtter) (15a)
B(t,r) = Belkr—witten) (15b)

haben, auch im Fall iiberkritischer Einfallswinkel, vorausgesetzt
dass man fiir die y-Komponente des Wellenvektors komplexe Werte
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zulésst:
. (14)
k=wuzk, +uyky mitk, €eR, k, €C, k., =0 (15c¢)

t ist die Zeit, r der Ort im dreidimensionalen Raum, w eine Fre-
quenz, ¢ ein konstanter Phasenwinkel.

Die Felder miissen natiirlich reell sein, siehe (7g). Die Gleichungen
(15a) und (15b) sind deshalb zu interpretieren als

E =Re [Eei(k'r_wH‘F’E)} = Ecos(k-r —wt+ ¢p) (16a)
B =Re [Bei(k"‘*“tﬂ’B)} = Bceos(k T —wt+pp).  (16b)

Nur aus Bequemlichkeit verzichten wir in den meisten unserer
Formeln auf die explizite Notation Rel...].

Im gesamten Rest dieses Artikels werden wir ausschlieSlich Felder
betrachten, welche die Form (15) haben. Aussagen der Art , alle
Felder haben diese oder jene Eigenschaft® sind zu verstehen als
,alle Felder mit der Form (15) haben diese oder jene Eigenschaft*.

Durch Einsetzen von (15) und der Nebenbedingung (7h) in die
beiden Maxwell’schen Gleichungen (7a) und (7b) erhélt man

OE, OE, oE, OF,
VXE_ux(ay_W) uy(az_ax)
0E, O0E;\ .
U, (W — 9y ) = iuz(kyE, — k. Ey) +
+iuy(kEy — ko E.) +iuy (ke By — kyEy) =
—ik X E=—-B=+iwB (17a)
V x H =ik x H=—iwD . (17b)

Die Wellenvektoren und Feldvektoren erfiillen also die Bedingungen

kx E=wB (18a)
kx B=uk x H=—-wuD = —weuFE . (18b)
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Elektromagnetische Felder werden als ,,ebene Wellen* bezeichnet,
wenn sie die Form (15) haben und k,, reell ist:

E. W. = Ebene Welle <~
< keR <= kR, kyeR, k. €R (19)

Im Fall ebener Wellen muss nach (18)
EW.: klLELB.LEk (20)

gelten, wobei nach (18a) die drei Vektoren k, E, B ein rechtshén-
diges System bilden.

Wenn in einer ebenen Welle E(¢,r) = 0 ist, dann muss nach
(18a) auch B(t,r) = 0 sein. Also gilt fiir die Phasenfaktoren

EW.: yvgp=¢p oder ¢rp=¢pp+m7. (21)

Fiir die Betrdage gilt im Fall einer ebenen Welle
1

w c
EWJE:EB:ﬁB:%mB (22)

mit dem
Brechungsindex: n = /€ i, (23)

und der

1
Veoro

Wir betrachten ausschliellich ,, konventionelle* Materialien mit den
Eigenschaften

Lichtgeschwindigkeit im Vakuum: ¢ = (24)

>0 , w>0 , n>0, (25)
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und ignorieren die seit 2001 bekannten , modifizierten* Materialien
mit negativem Brechungsindex.

Aus den Maxwell’schen Gleichungen (7a) und (7b) erhélt man
mit der Nebenbedingung (7h) durch Ableiten nach der Zeit und
wechselseitiges Einsetzen die Wellengleichungen

VXV XE=—euE (26a)
VXV xB=—euB . (26D)

WEeil die Gleichungen fiir das magnetische und das elektrische Feld
formal identisch sind, betrachten wir nur das elektrische Feld. Fiir
Felder der Form (15) folgt

VXV XE-=
= g (ky (ko By — kyEy) = ke (k- By — ky B2)) -
— g (ke by Bz — ko By) = ky(ko By — by By) )
— s (ko (k: By = by B2) = by (ky Bz — k.E)) =
= kX kx E=+w’uE . (27a)

Mit kz(lé)o vereinfachen sich die Gleichungen betréchtlich:

—kakyEy + kEy = w? ek, (28a)
k2B, — kyky By = w?euE, (28b)
K E. + kB, = w’euE, (28c)

Da stets w?ep # 0 ist, folgt aus den beiden ersten Gleichungen

falls k, =0: FE, =0 and k2E, = w’euE,
falls k, = 0:  E, =0and kB, = w’epE,



ASTROPHYSIKALISCHES INSTITUT NEUNHOF
MITTEILUNG sD91013, DEZEMBER 2014 17

falls k; # 0 and ky # 0 :
(k2 + k;)Ey = w?enBy,
(k2 + k;)Ex = weuk, .

In jedem Fall, auch fir komplexe Wellenvektoren, gilt also die

einfache Gleichung
K2+ k2= w/en (29)

Dies Resultat vergeichen wir mit der Gleichung

EW.: k2 BT (30)
die wir fiir den Betrag des reellen Wellenvektors einer ebenen Welle
hergeleitet haben. Aus dem Vergleich ergibt sich die eigenartige

Regel: Wenn V ein Vektor mit zwei reellen und einer
imagindren Komponente ist, dann ist sein Betrag folgender-
mafen zu berechnen:

V=IVi= V2V V2 # P+ IGE IR ()

Wir werden im Lauf unserer Untersuchung wiederholt Beispielen fiir
diese Regel begegnen. Dennoch vermeiden wir es sie anzuwenden,
weil wir keine offensichtliche mathematische und /oder physikalische
Rechtfertigung kennen. Stattdessen werden wir diese Frage stets
umgehen, so wie wir es bei der Herleitung von (29) getan haben,
selbst wenn das zuweilen eine recht zdhe Aufgabe ist.

Mit dem allgemeinen Ansatz (15) und einer beliebigen der Re-
lationen (13) erhélt man fiir jeden Punkt auf der Grenzflache
zwischen den beiden Medien die folgende Bedingung:

A

Ee Iei(keﬁzxfwetJrgoE’E) +

) (13a)

+ E’Tmei(kr,zx_wrt"!‘@r,E i beei(kb,zx—wbt-‘r%,m (32)
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Man beachte dass nur k,z in den Exponenten auftaucht, weil auf
der Grenzfliche yARR-10 gilt, und k.10 iiberall gilt. Gleichung
(32) muss zu jeder beliebigen Zeit t erfiillt sein. Das ist nur moglich
mit

W=We =Wp =Wy . (33)

Die Frequenz der Strahlung dndert sich bei Reflektion und Brechung
nicht.

Auflerdem muss (32) an jedem Punkt z gelten. Das ist nur
moglich mit

(15¢)
ke =kes=kro=kpe . ke € R. (34)

In diesem Artikel betrachten wir ausschliellich den Fall, dass
die einlaufenden Felder ebene Wellen sind. Dann ist geméaf (19)
key € R, und k,, muss ebenfalls reel sein wegen

\/m @, €alla ) k2 4+ k2, >\/k2, (35)

was nach (19) bedeutet, dass die reflektierten Felder ebenfalls eine
ebene Welle! bilden. Mit

kann man aus Abb. 1 auf Seite 2 ablesen:

ky = kesinte = kesind, = 9, =9, (37)
kry = —kecos Ve = —key (38)

! Natiirlich haben wir diese Tatsache nur unter der Voraussetzung , bewiesen®,
dass die allgemeine Formel (15) tatséchlich eine korrekte Darstellung der
reflektierten Felder ist.
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Hinsichtlich des Feldes im Medium b kann man aus (29) schliefen:

€ 23
SRR, = wy/epn = Y ”Z >, B o, (39)

€alla a

Falls das Feld im Medium b eine ebene Welle ist, dann ist k; , € R,
und es gilt

EW.: k2 (40)

a

und man kann aus Abb. 1 ablesen:

p-w.: kg (39 ky 2 = kysindy 34 ke sin .

= npsindy (40 Ng sin Y, (41)

kb,y:kbcosﬁb: N kg—kQ =

L ki /na)? —sin? v, R (42)

(41) ist das Brechungsgesetz von Snellius. Wir betonen, dass wir
diese Relation durch Ablesen der Winkel aus Abb. 1 gefunden
haben. Das war nur moglich, weil alle Wellenvektoren und ihre
jeweiligen Winkel gegen die (y = 0)-Ebene, auch k; and ¥y, als
reell betrachtet wurden.

Auch die umgekehrte Schlussfolgerung gilt: Die ebenen Wellen
(15) mit kp, € R sind nur dann eine korrekte Beschreibung der
Felder im Medium b, wenn das Snellius’sche Brechungsgesetz (41)
mit reellem 9, € R erfiillt ist, also nur dann, wenn

) (42) .
sind, < — = sin Ve kritisch (43)
a

ist.
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Wenn ky, , einen von Null verschiedenen Realteil und einen von
Null verschiedenen Imaginérteil hétte, dann wéaren die Felder im
Medium b geddmpfte ebene Wellen: Die Energie der Wellen, die ins
Medium b eindringen, wiirde teilweise absorbiert und in Wéarme
umgewandelt. Dieser Fall interessiert uns hier nicht, wir nehmen
weiterhin perfekte Transparenz beider Medien an.

Also untersuchen wir als dritte und letzte Moglichkeit ein rein
imagindres k. Wir definieren die

Eindringtiefe = v = kL eR, (44)
by

und kombinieren sie mit der allgemein giiltige Relation

(29) (37),(39) . o . n? _

—kay =k —euy = ksin?9, — n—g E2=~"2.  (45)
Damit werden die Felder im Medium b zu

E, (152) B, e v/ 1tilkea—wtten p) (46a)

By (lib) Bbe*y/wi(kzxfww%,s) (46b)

1 1
'y(g) (43) S0,
ke+\/ sin? 9, — (ny/nq)? ke . sin? ¥¢ — sin? O jritisch
(46¢)

Wir schrénken die Eindringtiefe auf die positive Wurzel ein, weil im
Medium b stets y > 0 ist, und deshalb nur ein positives v > 0 auf
exponentiell geddmpfte Felder fithrt. Die negative Wurzel wird als
»unphysikalisch“ gestrichen. Man beachte, dass bei ¥ > Ve kritisch
weder v = 0 noch v = oo eintreten kann. v kann jedoch bei
Ve 2 Ve kritisch eliebig groBe endliche Werte annehmen.

Aus (46¢) folgt ¥ > V¢ kritisch. Wéhrend die Felder (15a) und
(15b) mit reellem k;, € R nach (43) ausschliefllich fiir Winkel
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e < Ve kritisch korrekte Beschreibungen der Felder im Medium b
sind, ist die Losung (46) ausschlieBlich fiir tiberkritische Winkel
gliltig.

Es wird sich im Folgenden als zweckméfig erweisen, einen Winkel
Jp so zu definieren, dass fiir beliebige Einfallswinkel 9., auch fiir
(ng/mp) sinve > 1, formal das Brechungsgesetz

np sin 9 < Ng sin J (47)

gilt. Bei (ng/np) sinde > 1 muss sin ¥, > 1 sein. Das ist nur moglich,
wenn v, € C komplex ist:

Yy =9+ mitd eR, ¥ eR

Q7 1" Q/ "
Na . (47 . e =" _ =i o+
— sind, = sinty = - =
np 21
" " 1 1 .
(e — et cos N (e 4+ et") sin (48)
B 2i 2

Weil die linke Seite von (48) reell ist, muss die rechte Seite eben-
falls reell sein. Also muss der erste Term in der untersten Zeile
verschwinden. Das erfordert ¢/ = 0 und/oder ¢/ = +7/2. Mit
¥ = 0 reduziert sich (48) auf sin®, = sin®’. Dies ist die Losung
des Brechungsgesetzes fiir den Fall ¥, < 9¢ ritisch- Eine Losung fiir
tiberkritische Einfallswinkel gibt es dagegen nur mit ¢ = +m/2.
Wir legen uns auf ¢ = +7/2 fest:

falls lse > lfe,k itisch -
9// 9"
e (& '

Nta sinde =sin¥y = +————— = +chv”’ . (49)
ny 2
Mit ¢ = —x/2 konnte man die exotischen ,, modifizierten Mate-

rialien” mit negativen Brechungsindizes behandeln. Wir werden
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durchwegs 9" = +7/2 setzen, weil wir uns ausschlieSlich mit kon-
ventionellen Materialien befassen, fiir die n, > 0 und n; > 0 gilt.

Dagegen wird das Vorzeichen von ¢ wegen ch(+¢") = ch(—19")
durch (49) nicht festgelegt. Wir definieren also den folgenden kom-
plexen Winkel:

V=19 +i mitY eR, ¥ €R

sin 9, = 4 in De (50a)
np
falls 196 < 29e,kritisch :
=0 , 9 =0 (50b)
falls 196 > ﬁe,kritisch :
Oy = +7/2 4+ 0" . (50c)

Schliellich berechnen wir auch noch cos¥y:

falls ¥, > ﬁe,kritisch :

eim/2=0" 4 o—im/240" =9 0
cost, = 5 =1 5 =

— —ishd” = —i yJen2r —1 &
. . 50a . .
=i Q/SIHQ Uy — 1 ) _; i\/(na/nb)2 sin?d, —1. (51)

Waéhrend siny, reell ist, ist cos, rein imagindr. Die bekannte
Formel sin? ¥ + cos® ¥, = 1 gilt auch fiir ¥, > Ve kritisch-

Wir betonen, dass ¥, nur im Fall 9. < ¥ kritisch (und demzufolge
¥y € R) anschaulich geometrisch interpretiert werden kann, wie
in Abbildung 1 dargestellt. Im Fall ¥ > 0¢ kritisch ist (50a) keine
physikalische Aussage, sondern eine rein formale mathematische
Definition des komplexen Winkels 9.
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Wenn man den cos 1, einschrankt auf
falls 9, > ﬁe7kritisch :

cos Uy, () +i +\/Sin2 Up—1=+i +\/(na/nb)2 sin?d, —1, (52)

dann kann man die Eindringtiefe des evaneszenten Feldes folgen-
dermaflen schreiben:

fiir 9¢ > ﬂe,kritisch :

(44) 1 (46c) 1 _
ok ke(np/nq) +\/(na/nb)2 sin? 9, — 1 N
2 ke(nb/nza) cos Uy (532)
= kyy = b cos (53b)
Wir kennen bereits
ko 2 ky & k. sinw, 2 % sind . (54)

Damit kénnen die evaneszenten Felder (46) folgendermaflen ge-
schrieben werden:

falls 19 > z9@ kritisch -

£, (44) E ei(kpr—witey m) (55a)
B, (44) Beitkrr—witenp) (55b)
keng . ke
P 9 9 55
—u ( 0 i b>+uy( o cos b) (55c¢)

In dieser Schreibweise wurden die Felder bereits in (15) angegeben.
u, und wu, sind Einheitsvektoren in x- und y-Richtung. Weil sin ¢,
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reell und cos 1, imaginér ist, hat der Wellenvektor k; eine reelle -
Komponente und eine imaginére y-Komponente.

Wir vergleichen (55¢) mit dem Wellenvektor k; bei unterkriti-
schen Einfallswinkeln:

falls 196 < ﬁe,kritisch :

k, (41,(42) wkp sin Uy, + uyky cos Iy (56a)
(40) mp . (41) sin e

k ke = ke b

= lkeel = Ng sin Y, (56b)

Also sind die Wellenvektoren bei unter- und iiberkritischen Ein-
fallswinkeln formal identisch, wenn der komplexe Winkel ¥, = (50)
eingesetzt wird, und wenn die seltsame Regel (31) angewandt wird,
die besagt:

falls ¥e > Ve kritisch :

iy
k k? = ke —
2R, o
,y‘Q + |kb,2|2 =
= +\/2 (na/np)?sin? 9, — 1 (57)

Wir betonen, dass (55) ohne irgend einen Riickgriff auf (31) hergelei-
tet wurde. Also hiangt dieses Resultat nicht von der Zuverlédssigkeit
jener dubiosen Regel ab.

Die Formeln (46) fiir das evaneszente Feld werden gepriift durch
das Experiment von Meixner et.al. [5], dessen Aufbau und Er-
gebnis wir in Abb.2 auf Seite 5 skizziert haben. Nach (46) ist
das evaneszente Feld in z-Richtung eine Welle mit der Wellen-
zahl k; = kesind.. Das wird durch die Messung bestétigt. Die
exponentielle Dampfung in y-Richtung wird bestimmt durch die
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Eindringtiefe v. Im Versuch von Meixner et. al. [5] wird der Wert

- (%JSW 45° - 1.520~2) ' 207.9nm (58)
erwartet. In ausreichender Entfernung vom Prisma erreichten
Meixner et.al. einen guten Fit ihrer Messergebnisse mit v =
207.8nm =+ 0.6nm, was die Losung (46) eindrucksvoll bestétigt. In
Abschnitt 5 werden wir ihre Beobachtungen bei kleinem Abstand
zwischen Prisma und Detektorspitze diskutieren.

4. Fresnel-Koeffizienten und Phasenwinkel

Jedes elektromagnetische Feld kann als Summe ,,senkrecht polari-
sierter und ,,parallel polarisierter Felder dargestellt werden:

EIE}/—I—E” , B:E},—{—BH (59)
— N
EZ Exy Bzy Bz

Senkrechte Polarisation bedeutet, dass das elektrische Feld senk-
recht zu der Ebene polarisiert ist, die von den Wellenvektoren
aufgespannt wird, also senkrecht zur xzy-Ebene, siehe Abbildung 1
auf Seite 2. Ingenieure sprechen von einer TE-Welle, d.h. einer
Welle mit transversalem elektrischen Feld. Bei senkrechter Polarisa-
tion ist nur £, # 0, aber £, = E, = 0. Bei paralleler Polarisation
ist £, = 0, aber E;, # 0. Ingenieure sprechen von einer TM-Welle,
d. h. von einer Welle mit transversalem magnetischen Feld. Im Fall
ebener Wellen (k € R) bilden die Vektoren k, E, B wegen (18a) ein
rechtshiandiges orthogonales System. Darauf beruht die Einteilung
(59) von B in B) und B . Die Zeichen L und || bezeichnen also
immer die Polarisation des elektrischen, nicht des magnetischen
Feldes relativ zur zy-Ebene.

In (13) haben wir festgestellt, dass an der Grenzfldche der Medien
die zur Grenzfliche parallelen Komponenten der Felder E und H
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sowie die zur Grenzfliche senkrechten Komponenten der Felder D
und B stetig sind, und zwar unabhéngig vom Einfallswinkel der
Strahlung. Wir setzen in (13) die Felder (15) ein:

bei senkrechter Polarisation (E, = E) :

Eb,zei%’E - EAQZGZ"Pe,E + EAT’zew’“’E (60a)

Bbwei%ﬂB = &(Ee’mewe’B + Br,xew“B) (60Db)
It

Bb,yei‘pbvB = Ee7yei@€’5 + Br,yew’"’f‘ (60c)

bei paralleler Polarisation (B, = B) :

Ebvxewva = Eewei%ﬂ + Er7xei‘pTvE (60d)

Eb’zeilpb,B — @(ée7zeiﬂoe,3 + Ber,zew"’B) (60e)
Ha

Eb,yei@b’E — E(Ee7yei¢e,E + EAny@wr’E) (60f)
€b

Zwei triviale Gleichungen 0 = 0 wurden von vornherein gestrichen.
Per Definition wahlen wir die sechs Amplituden

0<E.eR , 0<E.eR , 0<E,eR,
0<B.eR , 0<B,eR , 0<B,eR (61)

stets reell und positiv. Um ihre Komponenten zu bestimmen, nutzen
wir die Formeln

(18a) 1

w

e®_ 1 oyB, (62b)
WefL

B kxE (62a)

die fir beliebige unter- und tberkritische Einfallswinkel giiltig sind,
kiirzen gemeinsame Faktoren, und nutzen k, = 0:
(63f) 1

P 1 A A B\
BB = +; kyE.e'F "= o ky(kyBy — kyBy)e'?? (63a)



ASTROPHYSIKALISCHES INSTITUT NEUNHOF

MITTEILUNG sD91013, DEZEMBER 2014 27
A 1 P 63f 1 A A )
Bye’“/’B = —; kszewE (:) +WTG/J, kz(kay — k‘yBx)e“pB (63b)
A 1 ~ ~ .
B.e' = +— (kp By — by B )e'*® (63c)
A 1 £ ion (630) 1 ~ L
El.eZSOE = —@ k.szeZSOB = _nglu ky(kxEy — k'yEm)ewE
(63d)
A ilp 1 A icp (63C) 1 FaS A Z’QO
Eye?f = +—— k,B.e"P "= 4 —— ky(ko By — kyE,)e'?"
wep ween
(63e)
A 1 ~ ~ .
E.e%P = —— (k. B, — k,B,)e'?8 (63f)

WEL

Nur aus Bequemlichkeit haben wir auf die explizite Notation Re]. . .]
fiir die Felder und ihre Komponenten verzichtet, siehe (16). Die
Komponenten aller Wellenvektoren sind reell, ausgenommen £k ,,
bei {iberkritischen Einfallswinkeln:

bei beliebigem 4, :

ke
ke D kew = ko & kesinde 2 gy, & n"b sindy  (64a)
a
ke 2 —kry @ ke cosv, (64D)
bei ¥, < ﬁe,kritisch :
K.y (40).(42) Kens cos?¥, , cost, € (64c)

Ng
bei ¥, > ﬁe,kritisch :
(44) @ (53b) kenp

Y Nag

Also folgt aus (63)

cost, , YER , idcostp e R (64d)

b,y

bei beliebigem 4, :
Pe,B = Pe,E ODER Pe,B = Pe,E + (653“)
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©r.B = ¥r.E ODER ©r.B = ¥r.E + 7 (65b>
bei ¥, < ﬁe,kritiseh :

oo,B =9or ODER  @yp=pr+7 (65¢)

bei ¥, > ﬂe,kritisch :

¢0.B, = Py, +7/2 ODER  ¢yp, =ppp, —7/2  (65d)
¢bB, = ¢b5. ODER  @yp, =@pp +7 (65e)
bE, = PbB, +7/2 ODER  @yp, =ppp. —m/2  (65f)
obE, = vb5. ODER  @yg, =¢pp, +7. (65g)

Dies Ergebnis erscheint zwar ziemlich kompliziert, ist aber sehr ver-
niinftig: Der Energiefluss des evaneszenten Feldes wird beschrieben
durch den Poynting-Vektor

bei ¥, > ﬁe,kritisch :

Sy = EyXBy, [ (66a)
HpShz = EpyBy . — Ep . By y (66b)
HoSy = Eb By — Ep By, (66¢)
ppSp,: = By 2By y — Ep yBp o =0 . (66d)

Bei senkrechter Polarisation ist £, = E, = B, = 0, und bei par-
alleler Polarisation ist B, = B, = E, = 0. Also ist bei beliebiger
Polarisation Sy, , = 0. Aufgrund der Phasenbedingungen (65d) bis
(65g) wechselt Sy, bei jeder viertel Wellenléinge das Vorzeichen.
Folglich gibt es wéhrend einer viertel Wellenldnge einen endlichen
Energiefluss in positiver y-Richtung, und anschliefend fliefit die glei-
che Energiemenge wahrend einer viertel Wellenldnge in negativer y-
Richtung. Der iiber eine halbe Wellenlénge gemittelte Energiefluss
in y-Richtung ist deshalb Null. Dagegen gibt es keinen Vorzei-
chenwechsel in 5j .. Folglich gibt es netto einen Energiefluss des
evaneszenten Feldes in z-Richtung. Dies Ergebnis wird durch die
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experimentell beobachtete Goos-Hénchen-Verschiebung bestétigt,
die in Abschnitt 2 beschrieben wurde.

Die Anderung eines Phasenwinkels um 7 ist dquivalent zur Um-
kehrung der Richtung der Amplitude. Da wir die Richtungen der
Amplituden noch nicht festgelegt haben, kénnen wir die Alterna-
tiven (65) jetzt per Definition entscheiden. Wir wéhlen folgende
Festlegungen:

bei beliebigem 4, :

Pe,B = Pe,E (67a)

Yr,B = PrE+T (67b)
bei ¥ < Je writiseh :

©b,B = ¥b,E (67c)
bei ¥ > U ritiseh :

Pb,B, = Pb,E, — /2 (67d)

©b,B, = Pb,E. (67e)

©b,E, = Pb,B, — T/2 (67f)

Pb,E, = ¥b,B, (67g)

Man beachte dass die Festlegungen (67¢) und (67g) dadurch eindeu-
tig bestimmt werden, dass Sy, = (66b) bei beliebiger Polarisation
positiv sein muss, um die Goos-Hénchen-Verschiebung korrekt zu
beschreiben. Alle anderen Festlegungen wurden willkiirlich gewéhlt.
Wir miissen im Folgenden nur darauf achten, stets konsistent zu
bleiben. Weil nur die Relativ-Werte der verschiedenen Phasenwin-
kel von Bedeutung sind, kann ein Phasenwinkel frei gewéhlt werden.
Wir entscheiden uns fiir

Pe,E = 0. (67}1)
Auflerdem definieren wir fur alle Felder

bei senkrechter Polarisation: E, = E > 0 (671)
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bei paralleler Polarisation: B, =B2>0, (67))

d. h. diese Amplituden sind in positiver z-Richtung orientiert.
Einsetzen von (64) und (67) in (63) ergibt

bei senkrechter Polarisation und beliebigem 9, :

~ 1 ~
Bey = +—kecosVe Ee (68a)
w
~ 1 ~
Bey = —— kesinde Ee . (68Db)
w
~ 1 ~
B,y =+—kecosVe By, (68c)
w
~ 1 ~
B,y =+—kesind. E, . (68d)
w
bei senkrechter Polarisation und 9. < ¢ kritisch :
N 1k N
Byo = +— - costy By, (68¢)
W Ng
a 1k N
Byy =—— el sinJy By, (68f)
W Ng

bei senkrechter Polarisation und 9. > ¢ kritisch :

1 kony

~ 1 17 A ; ~
By, = +— L Eb@e”/2 =4+ icosVy By, (68g)
w7y W ng
~ 1 k ~
by =~ :lnb sin 0y B, (68h)
a

bei paralleler Polarisation und beliebigem ¥, :

Ee,x =— k. cos 9, B@,z (681)
We€qlq

EAevy =+ k. sin 9, Be,z (68j)
Weqlq

~ 1 ~

E,,=— ke cos e By, (68k)

Weqfhg
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Eppy=— kesinde B, (681)
WeEq q
bei paralleler Polarisation und ¥ < ¥ kritisch :
A 1 ken A
Ey,=— ¢ cos Uy By (68m)
Weply Mg
A 1 ken A
Byy =+ < sindy By (68n)
Weply Mg
bei paralleler Polarisation und 9¥¢ > ¥ kritisch :
. 1 7 - ~ 1 ken A
Eyp = — —Bye™? = —— G cos 9y By, (680)
Wepllp Y Wepltp Mg
A 1 kenp . A
Eyy =+ < sindy By (68p)
Weply Mg

Wir wissen bereits, dass fir ebene Wellen die Relation

pw: p®@¢p_ L _Fp (692)

k NG wep
gilt. Mit Hinblick auf (68) ist es offenbar sinnvoll, die Amplituden
des evaneszenten Feldes folgendermafien zu definieren:

bei ¥, > ﬂe,kritisch :
A kenb >

Eb = — Bb 5 Bb =
NagWel NaqW

E, (69D)

Auflerdem definieren wir

cosvy falls ¥, < ﬁe,kritisch

a‘mbz{ , sty eR. (70)

icos¥y falls V¢ > Ve kritisch

Durch Einsetzen von (69) und (70) in (68) erhélt man fiir beliebiges
Ve

bei senkrechter Polarisation :

Be,m = + B, cos V. Be,y = —B,sind, (71a)
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B, = 4B, cos V. B,, = +B,sind, (71b)
By = +Bycos vy Bb,y = —Bysind, (71c)
bei paralleler Polarisation :
Ee,z = —F,cosd, Ee,y = +FE,sind, (71d)
Er,a: = —E, cosd, E,«,y = —E,.sind, (7le)
By, = —Ejcos 9, By, = +Eysindy . (71f)

Man beachte, dass alle Komponenten aller Amplituden reell sind.

Jetzt haben wir alle erforderlichen Werkzeuge in der Hand, um
die Relationen (60) vollstandig nutzen zu konnen. Wir eliminieren
die magnetischen Felder mithilfe von (63), setzen ., 280 ein,
setzen die Wellenvektor-Komponenten (64) ein, und setzen die

Amplitudenkomponenten (71) ein. Mithilfe von

sin? 9 + cos? 9 = 1
. ny .
sinde = — sinty

a

. 67 67
bei e > onitisch © Po5. = Php, o php, +7/2  (T2)

erhalt man

bei senkrechter Polarisation (E, = E) :
bei ¥, < Q9e,kritisch :

Ebzei%,E = Ee’z + ET’Ze’W’E (73a)
~ . n ~ ~ .
cos Up By eV = Na B cos Ve (E&Z — ET,ZewT»E) (73Db)
Ny Ha
E@Zei‘Pb!E = EA&Z + EAmei“"r’E (73c)

bei ¥, > 796,kritisch :
EAb,zei%’E'z = EA‘B’Z +EAT7Zei§0T,E (73d)
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o . n ~ ~ )
cos Uy By, Le'¥0F = Mo Bb cos Je (Ee,z — Emew“E) (73e)
Ny HUa

EA'b’Zei‘Pb,Ez — EAe’Z + Eﬁzei%,E (73¢)
bei paralleler Polarisation (B, = B) :
bei ¥, < ﬂe,kritisch :

E) cos 0" = cos (E’e + EATei%E> (73g)
Eyeivor — o b (E EATGW“E) (73h)
Ny fa
Eyeivnr — I Ca (E E}ei%E) (73i)
Ng €p
bei ¥, > ﬂe,kritiseh :
E, cos 0pe'hBe = cosd, (Ee + EATei‘p"E) (73j)
Epet#r.47/2) — Na My (E - E eer) (73K)
Ny Ha
Eetovey — b €a (E — Beier E) (731)
Ng €p

Die Gleichungen fiir unter- und iiberkritisches 9, sind formal iden-
tisch wegen (72) und wegen

bei senkrechter Polarisation (E, = E): ¢y = ¢bE, (74a)
bei paralleler Polarisation (B, = B): vy = ¢p.B, - (74b)

Auflerdem sind Gleichungen (73a) und (73c) identisch. Und (73h)
und (73i) sind identisch wegen

Na Mo _ VCala Po _ €a VEHb T €a (75)
Ny fa el Ba € /€alla Ta €

Also haben wir fiir jede Polarisation zwei linear unabhéngige Glei-
chungen, die bei beliebigem 9. gelten:
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bei senkrechter Polarisation (E, = E) :

Eyevt = B, + E,e'ore (76a)
cos Uy By P E = Ta B cos Ve (Ee — EA’Tei‘p“E) (76D)
Ny HUa
bei paralleler Polarisation (B, = B) :
E) cos 95e"0E = cos U (Ee + EArei‘p“E) (76¢)
Epeieve = Ta Hb (E E eZ‘PTE> (76d)
np Ha

Es wird sich herausstellen, dass bei unterschiedlicher Polarisation
auch die Phasenwinkel ¢ der Felder unterschiedlich sind. Weil
n (76) nur die Phasenwinkel der elektrischen Felder auftauchen,
vereinbaren wir fiir sie eine besonders einfache Notation:

©1 = ¢r g bei senkrechter Polarisation (77a)

©|| = ¢r .k bei paralleler Polarisation (77b)

b1 = @b, E bei senkrechter Polarisation (77¢)

©p|| = ¢b,1 bei paralleler Polarisation (77d)

Wir erinnern daran, dass nach (72) und (73)
bei ¥, > ﬁe,kritisch :
Pvl = $b,E = Pb,E. (77e)
Dbl = Pb,E = PbE, = PbE, +T/2 (77f)

ist. Damit berechnet man aus (76) diese Fresnel-Koeffizienten:

bei senkrechter Polarisation:

EAbewbl 21 4y COS Ve
T = —F— = (78a)
E. Ny COS Ve + Npfbg COS Ty




ASTROPHYSIKALISCHES INSTITUT NEUNHOF
MITTEILUNG sD91013, DEZEMBER 2014 35

Bt nguycoste — nppig cosdy

= 78b
PL E. Nalhp COS Ve + Npfhg COS Uy (78b)
bei paralleler Polarisation:
Eyet#vl 2 W
T = = Hafth CO5 Ve (78c¢)
E. Npllg COS Ve + Ng Lty COS Uy
E.ef1 — ¥ ¥
P = Tf _ Nplhg COS Ve + Mg by COS Uy (78d)
E, Nl COS Ve + N iy COS

Wir koénnen jetzt alle Phasenwinkel fiir den Fall k;, € R be-
stimmen, bei dem alle Felder ebene Wellen sind. Das ist bei
ny > ng immer der Fall, bei n, > np jedoch nur fiir Einfalls-
winkel ¥¢ < ¢ kritisch. Auf den rechten Seiten der Gleichungen (78)
sind bei unterkritischen Einfallswinkeln alle Faktoren reell. Die
Amplituden sind nach (61) ebenfalls reell und > 0. Also kénnen
die Phasenwinkel nur 0 oder 7 sein. Wegen 7, > 0 und 7 >0
muss ¢, = 0 und ¢y = 0 sein. Dagegen konnen ¢ und ¢ Null
oder 7 sein, je nachdem welcher der beiden Summanden in den
Zdhlern von p und p; gréBer ist. Damit kénnen wir die Liste (67)
der Phasenwinkel ergénzen:

bei beliebigem J, :

67h 67
Pe,E (: ) 0 (:) Pe,B (798‘)
bei 796 < ﬁe,kritisch :
e 67
0D g p=(00DER ) , @5 @ gt (79b)
7 67
b s b =0 4 ¥b,B (79¢)
bei 796 > ﬂe,kritisch :
77
© (:) (an = SOT,B — T (79d)

67
ovp, L oy, — )2 (79)
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(67)

©b.B, = PbE.
(67)

OB, = PbB, —T/2
(67)

©ObE, = ©b,B,

(79¢)

(79¢)
(79h)

Nach (62a) miissen in ebenen Wellen (k € R) die drei Vektoren
k, E, B bzw. nach Kiirzen gemeinsamer Phasenfaktoren die drei

ky

Abb. 7: Parallele Polarisation, o, g =0, ¢, =7
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Vektoren k, Ee'?E Be'¥5 ein rechtshindiges orthogonales System
bilden. Wir iiberpriifen das mithilfe der Zeichnungen Abb. 6 und
Abb. 7, in denen die Gleichungen (71) graphisch dargestellt sind.
E’E,Z in Abb. 6 und Ee7z in Abb. 7 sind nach (67i) positiv, weisen
also aus der Zeichenebene nach oben heraus. Die drei Vektoren
k., E., B, bilden in beiden Zeichnungen rechtshéndige Systeme.
Die drei Vektoren k;, Eb, Bb bilden ebenfalls in beiden Zeich-
nungen rechtshindige Systeme, in Ubereinstimmung mit unseren

Abb.9: Parallele Polarisation, ¢, g =7, o, 5 =0
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Festlegungen ¢y, = ¢p g = 0 und ¢y g = 0 im Fall ¥ < Y kritisch-

Das Dreibein k., ET, Br ist in beiden Abbildungen linkshéndig.
Also muss entweder (¢, g = m UND ¢, p = 0) oder (¢, g =0 UND
©r.B = 7) sein, damit das Dreibein k,, E,, B, rechtshindig ist.
Die erste Moglichkeit ist in den Abbildungen 6 und 9 dargestellt,
die zweite Moglichkeit in den Abbildungen 7 und 8. Erneut werden
unsere Zuweisungen in (79) bestétigt.

Wir betrachten die unterschiedlichen Phasenwinkel ¢, p = ¢
bzw. or g = @) bei Je < Ue kritisch genauer:

Fiir senkrecht polarisierte Strahlung und k, € R
muss im Fall npue cosvy < ngup cos e der Phasen-
winkel ¢ = 0 sein. Das bedeutet, dass das Feld B
bei der Reflektion einen Phasensprung von 7 macht,
das Feld F jedoch nicht.

(80a)

muss im Fall nyp, cosvy > ngup cosd. der Phasen-
winkel ¢ = 7 sein. Das bedeutet, dass das Feld E

bei der Reflektion einen Phasensprung von m macht, (80b)
das Feld B jedoch nicht.

gibt es im Fall nppug cos 9y = ngup cos ¥, trivialerweise

keinen Phasensprung, weil es kein reflektiertes Feld

gibt: pi = 0 und 7, = 1. Der Winkel 9 Brewster = (80c¢)
arccos|(nppia/nattpy) cos ¥p) wird als Brewster-Winkel
bezeichnet.

Fiir parallel polarisierte Strahlung und k; € R

muss im Fall npue cosve < ngup cos vy der Phasen-
winkel ¢| = 0 sein. Das bedeutet, dass das Feld B

bei der Reflektion einen Phasensprung von 7 macht, (81a)
das Feld E jedoch nicht.
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muss im Fall nyue cosve > ngup cos vy der Phasen-
winkel ¢| = 7 sein. Das bedeutet, dass das Feld E
bei der Reflektion einen Phasensprung von m macht,
das Feld B jedoch nicht.

(81b)

gibt es im Fall npu, cos 9. = ngup cos vy trivialerweise

keinen Phasensprung, weil es kein reflektiertes Feld

gibt: pj = 0 und 7 = 1. Der Winkel ¥ Brewster = (81)
arccos|(ngup/mpite) cos U] wird als Brewster-Winkel
bezeichnet.

Die Bedingung (80c) des Brewster-Winkels bei senkrechter Polari-
sation kann in der Form
npcosty 123

82
NngcosVe g (82a)

geschrieben werden. Wenn ny > n, ist, dann geht cos 4. bei stei-
gendem ¥, schneller gegen Null als cos ¥y, so dass (82a) genau
dann eine Losung hat, wenn ny/n, < pp/pe ist. Wenn dagegen
ny < ng ist, dann geht cosJ, bei steigendem ¥, schneller gegen
Null als cos ¢, so dass (82a) genau dann eine Losung hat, wenn
ny/Ma > Wp/ e ist. Insgesamt gilt also bei senkrechter Polarisation
folgende Bedingung;:

ny > ng UND ny/ng < pip/ fla

(82b)
ny < ng UND nb/na > ,U'b/:ua

J Brewster-Winkel | <— {

Das Zeichen 3 bedeutet , es gibt“
Die Bedingung (81c¢) des Brewster-Winkels bei paralleler Polari-
sation kann in der Form

7} COS Uy _ (82)
ngcosVy  Ug
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geschrieben werden. Mit den gleichen Uberlegungen wie bei senk-
rechter Polarisation findet man die folgende Bedingung fir das
Auftreten eines Brewster-Winkels bei paralleler Polarisation:

np > ng UND ny/ng > up/ g

(82d)
ny < ng UND np/ng < pip/ e

3 Brewster-Winkel| <= {
Die Bedingungen (82b) und (82d) schlieflen sich wechselseitig
aus, d. h. es gibt bei einer Materialkombination mit vorgegebenen
Quotienten ny/n, und pp/pe entweder nur bei senkrechter oder
nur bei paralleler Polarisation einen Brewster-Winkel. Weil beim
hiufig auftretenden Fall up = p, die Bedingung (82d) erfiillt wird,
tritt ein Brewster-Winkel meistens bei paralleler Polarisation auf,
aber nur mit exotischen? Materialkombinationen bei senkrechter
Polarisation.
Die Energiedichte einer ebenen elektromagnetischen Welle ist
1 (22)
5 (lBP +|BP*/u) = B (83)
Der Reflektionskoeffizient R und der Transmissionskoeflizient T’
werden definiert durch

reflektierte Leistung | E,|?
cinlaufende Leistung | E.|?

(84a)

transmittierte Leistung | Ep|? - wy - ¢/ny

(84b)

einlaufende Leistung €| Ee|? - we - ¢/ng
Die Definition von wy/w, = cos ¥/ cos . geht aus Abb. 10 hervor.
Fiir das Verhéltnis der Lichtgeschwindigkeiten in den beiden Medien
gilt

C/nb (ES) V 6(1/'6(1 (85)

C/na v €blb .

2 Ich weiB nicht, ob es solche Materialkombinationen wirklich gibt. Hinweise
willkommen. mailto: gerold.gruendler@astrophys-neunhof.de
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Abb. 10: Der Quotient wy,/w,

Mit |E,|?/|E.|* = |p|> und | Ey|?/|E|* = |7|? gilt dann

( R =|p.?

T | |2nb g COS Uy
L= =
falls ky € R 4 Ma iy o8 Ve

Bei den Reflektionskoeffizienten kiirzen sich alle Faktoren aufler
|p|? heraus.

n = 1.5, u, = 1 sind typische Parameter fiir Gléser, die in
optischen Instrumenten verwendet werden. Fir Luft gilt in gu-
ter Ndherung n = p, = 1. Die Fresnelkoeflizienten als Funktion
des Einfallswinkels ¥, fiir diese Materialpaarung sind in zwei Dia-
grammen auf der ndchsten Seite dargestellt. Die entsprechenden
Diagramme der Reflektions- und Transmissionskoeffizienten findet
man auf Seite 43. Der kritische Winkel liegt im Fall n, /ny = 1.5 bei
Ve kritisch = 0.23 7. Die Eintrage flir iiberkritische Winkel werden
wir spater begriinden, zunéchst betrachten wir weiterhin den Fall
196 < ﬂe,kritischa d.h. kb € R.
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Abb. 11 : Fresnel-Koeffizienten
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Abb. 12: Reflektions- und Transmissionskoeffizienten
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Wenn Strahlung unter den Brewster-Winkeln 0.31 7 = 56° (bei
Brechung aus ¢ = Luft in b = Glas) bzw. 0.197 = 34° (bei
Brechung aus a = Glas in b = Luft) einfillt, dann ist p| = 0,
R =0, und T} = 1. Das bedeutet, dass die unter diesen Winkeln
reflektierte Strahlung vollstdndig senkrecht zur Einfallsebene (und
damit parallel zur Grenzflache) polarisiert ist.

Aus (80) folgt: Wenn senkrecht polarisierte Strahlung, aus Luft
kommend, an der Glasoberfliche gebrochen wird, dann macht das
elektrische Feld der Welle bei der Reflektion einen Phasensprung
von 7. Wenn senkrecht polarisierte Strahlung, aus Glas kommend,
an der Grenzflache zur Luft gebrochen wird, dann macht das
magnetische Feld der Welle bei der Reflektion einen Phasensprung
von 7.

Aus (81) folgt: Wenn parallel polarisierte Strahlung, aus Luft
kommend, an der Glasoberfliche unter einem Winkel 1. < YBrewster
gebrochen wird, dann macht das elektrische Feld der Welle bei
der Reflektion einen Phasensprung von . Ist der Einfallswinkel
dagegen ¥, > Uprewsters; dann macht das magnetische Feld der
Welle bei der Reflektion einen Phasensprung von 7. Wird parallel
polarisierte Strahlung, aus Glas kommend, an der Grenzfliche zur
Luft gebrochen, dann ist es im Fall ¥, < Uprewster das magnetische
Feld, im Fall 9. > ¥prewster aber das elektrische Feld der Welle,
das bei der Reflektion einen Phasensprung von 7 macht.

Eine graphische Darstellung der Phasenwinkel fir n,/n, = 1/1.5
bzw. ng/ny = 1.5 mit p, = up findet man auf Seite 49. Die
Eintrége bei iiberkritischen Einfallswinkeln (¥¢ kritisch = 0.23 7 im
Fall n,/np = 1.5) werden wir im Folgenden begrinden.

Zur Diskussion der Fresnel-Koeffizienten bei iiberkritischen Ein-
fallswinkeln setzen wir

cos Uy 2 i+\/(na/nb)2 sin? 9, — 1 (87)
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in (78) ein. Das ergibt

falls ¥, > 196,kritisch :

B Epeisvs 2Nty cOS Ve
TJ_ g S =
Ee Nap COS Ve + iNplig +\/(na/nb)2 sin? 9, — 1

(88a)

E.eiPr Mgy cOSVe — inply +\/(na/nb)Q sin? 9, — 1

E. Ng by COS Ve + iNplig +\/(na/nb)Q sin? 9, — 1

(88D)
Epetevl 2N 4y COS Ve
N=—"2 =
E. Npfbg COS Ve + 1M lp +\/(na/nb)2 sin? 9, — 1
(88c)
E,.etl —Npllg COS Ve + Mg 1y +\/(na/nb)2 sin? 9, — 1
=" <
E. Npfha COS Ve + 1N fLp +\/(na/nb)2 sin? 9, — 1
(88d)
Man erkennt unmittelbar
falls ¥, > ﬂe,kritisch :
Ry =|p =1 , Ry=Ipgl=1. (89)

Das stimmt iiberein mit der Erfahrung, dass die einfallende Strah-
lung bei tiberkritischen Einfallswinkeln zu 100 % reflektiert wird.

Die Berechnung der Transmissionskoeffizienten kann im Fall
Ve > Ue kritisch nicht mithilfe der Fresnel-Koeffizienten 7 erfolgen,
weil der in (84b) verwendete Parameter wy, nicht definiert ist. An
die Stelle von (84) treten
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falls ¥ > Ve kritisch :

reflektierte Leistung  |E,|? (s6) , o (89)
_ stung AP 602 @)y (gpa)
einlaufende Leistung | E|

_ transmittierte Leistung

=1-R=0. (90b)

einlaufende Leistung

Als ,transmittierte Leistung® wird hier offensichtlich die Leistung
verstanden, die fern (streng genommen in unendlicher Entfernung)
von der Grenzfliche gemessen werden kann. Denn dicht an der
Grenzflache existiert ja im Medium b das messbare evaneszente Feld.
Oder man interpretiert , transmittierte Leistung“ als den zeitlichen
Mittelwert der vom Medium a ins Medium b iibertragenen Leistung.
Dieser Mittelwert ist Null, da ja die gesamte einlaufende Leistung
letztlich mit der reflektierten Welle ins Medium a zuriick fliefit.
Der zeitliche Versatz zwischen dem Transport der Energie in der
einlaufenden Welle zur Grenzfliche, und dem Abtransport der
Energie in der reflektierten Welle, wird — wie wir gleich sehen
werden — daran erkennbar, dass die Phasenwinkel ¢, und ¢ im
Fall ¥, > ¥¢ kritisch von 7 und von Null verschieden sind.

Fir die Materialparameter n,/n, = 1.5 und p, = pp sind die
Koeffizienten (90) im unteren Diagramm von Abb. 12 auf Seite 43
eingetragen.

Wir zerlegen die Fresnel-Koeffizienten (88) in ihre Real- und
Imaginarteile:

falls ¥, > Q9e,kﬂtisch :

2ng 1y cOS Ve (N fip COS Ve — iNp g +\/(na/nb)z sin?d, — 1)
n2pu2 cos? 9 + ng p2[(na/np)? sin® Je — 1]

T =

(91a)
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1

pL = - .
n2ui cos? 9 + nip2[(ng/np)? sin® 9 — 1]

: (nz,u% cos® 0 — nip2[(ng/ny)? sin? 9, — 1] —

— 12Nl COS VeNp flg +\/(na/nb)2 sin? 9, — 1) (91b)

2n6 1 €08 e (Npfiq COS Ve — Mg fip +\/(na/nb)z sin?d, — 1)

T = .
I nZu2 cos? 9e + n2pd[(ng/np)? sin® 9 — 1]
(91c¢)
B 1
= nZu2 cos? 9 + n2pd[(ng/np)? sin® 9 — 1]
. ( —npu cos? Ve + nZud[(ne/np)? sin? 9, — 1] +
+ 12np g COS Vg flp +\/(na/nb)2 sin? 9, — 1) (91d)

Fiir die Materialkombination n,/n, = 1.5 mit u, = wp sind die
Real- und Imaginérteile dieser Koeffizienten im unteren Diagramm
von Abb. 11 auf Seite 42 eingetragen.

Aus der Kombination von (91) mit

falls ¥¢ > Ve kritisch :

|p\2(§)1 (8:8; E, =E, it p=cosp+ising (92)
kann man schlussfolgern: Bei ¥¢ 2 U kritisch 1St (12¢/ np)?sin? 9, —
12 0. Dann ist cosp $ 1, sinp) S0, cosg 2 —1, und sinp) 2
0. Alsoist o) SOund ¢ S .

Bei 9. < 7/2 ist cosde > 0 und (n,/np)?sin? 9, — 1 > 0. Dann
ist cosp) 2 —1,sinp; S0, cospy S 1, und sing 2 0. Also ist
w1 2 mund ¢ 2 0.

Nachdem klargestellt ist, in welchen Quadranten die Phasen-
winkel jeweils liegen, konnen wir sie mithilfe der mehrdeutigen
Arkustangens-Funktion iibersichtlich darstellen.
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falls ¥ > Ve kritisch :

. — 2Ny COS VeNp fig \/(na/nb)2 sin? 9, — 1 (93)
= arctan
pL = arda n2uf cos? 9e — nZp2[(ng/np)? sin® 9 — 1] &
g 0 bei 196 Z ﬂe,kritisoh y z T bei 196 5 7T/2
—2np g COS ﬁena,ub\/(na/nb)2 sin? 9, — 1
)| = arctan | —5—o—— 2,2 2002 (93b)
ngp2 cos? ¥ — n2pi[(na/np)? sin® e — 1]

g T bei 296 z 0e,kritisch s z 0 bei 19@ § 7T/2

Fir die Materialpaarung n,/ny = 1/1.5 und ng,/np = 1.5 mit
pa = Hp sind die Phasenverschiebungen ¢ und ¢ in Abb. 13 auf
der néchsten Seite dargestellt. Dort sind auch die Phasenwinkel
fir ¥e < V¢ kaitiscn dargestellt, die wir in (80) und (81) festgestellt
haben. Beim Brewster-Winkel von 0.317 springt ¢ von 7 auf
Null bzw. beim Brewster-Winkel von 0.19 7 von Null auf 7. Und
beim kritischen Winkel von 0.23 7 (den es natiirlich nur im Fall
ng > ny gibt) dndern sich sowohl ¢ als auch | unstetig, aber
kontinuierlich (die Kurven haben einen Knick, machen aber keinen

Sprung).
Zuweilen findet man in der Literatur die Phasenwinkel mit um-
gekehrtem Vorzeichen. Es ist zwar +m = —7 modulo 27. Aber bei

0 < |¢| < 7 ist das Vorzeichen nicht beliebig, sondern als messbare
Grofe eindeutig festgelegt. Der Unterschied beruht darauf, dass
viele Autoren ¢ als den Phasenwinkel definieren, um den das re-
flektierte oder das gebrochene Feld dem einfallenden Feld voraus
lauft. Nach unserer Definition (15) ist ¢ jedoch der Phasenwinkel,
um den das reflektierte oder das gebrochene Feld dem einfallenden
Feld nachlauft.

Die Differenz ¢ — ¢ ist bei U¢ kitisch gleich 7, sinkt dann bis
zu einem Minimum von 0.7487 7 bei ¥, = 0.287 71 = 51.7°, und
steigt dann wieder bis auf 7 bei ¥, = m/2. Also gibt es zwei Winkel,
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-1.0 Ve
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
1.0 na/nb :.1-5 ,U/a/,ub =1
p/m : \
0.5
: |
dl :
0.0
PL \gg&g&L 22371'/4
-0.5 ™.
QP\
-1.0 196/7'('
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Abb. 13: Die Phasenverschiebungen ¢ und ¢
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Abb. 14 : Ein Fresnel-Rhombus

némlich ¥, = 0.279 7 = 50.2° und ¥, = 0.296 7 = 53.3°, bei denen
die Differenz ¢ — ¢ genau 0.75 7 betrédgt. Diese beiden Winkel
sind in Abb. 13 durch violette Pfeile markiert. In Abbildung 14
ist ein Fresnel-Rhombus fiir die Parameter n,/ny, = 1.5, pu, =
1y, Ve = 53.3° gezeichnet. Wenn das einfallende Feld eine linear
polarisierte ebene Welle mit E, = E’” ist, dann eilt nach den

zwei totalen Reflektionen die Phase von E” der Phase von E | um
37/2 = —7/2 modulo 27 nach. Aus der linear polarisierten Welle
ist also eine zirkular polarisierte Welle geworden. Wenn man hinter
den ersten einen zweiten Fresnel-Rhombus schaltet, dann erhéalt
man wieder eine linear polarisierte Welle, deren Polarisationsebene
gegeniiber dem einfallenden Feld um 90° gedreht ist. Die unzéhlige
male {iberpriifte Funktionsfdhigkeit von Fresnel-Rhomben ist ein
deutliches experimentelles Indiz fiir die Korrektheit der reflektiven
Fresnel-Koeffizienten (88) und der daraus erschlossenen reflektiven
Phasenverschiebungen (93).

Offensichtlich ist |71 ]* = [(88a)]* # 1 und |7|* = [(88¢c)|* #
1. Deshalb muss man bei der Auswertung dieser Koeffizienten
anders vorgehen als bei den reflektiven Fresnel-Koeffizienten. Wir
berechnen die Quotienten E, / E, der Amplituden:
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falls ¥¢ > Ve kritisch :

Eb (éﬁa) Tle*"%l (Qia) 214 1 COS Ve

x|

; n2u? cos? 9 + nZp2 sin? J, — n2p2

. (naub cos Y. cosppl — 1 [na,ub cos ¥, sin @y +

+ Npfia +\/(na/nb)2 sin? ¥, — 1 cos | } —

— Mg +\/(na/nb)z sin? 9, — 1 sin gy ) (94a)
By (80) iy (919 21413 cO8 V.
E, I nip2 cos? ¥ + n2ud(ng/np)? sin? J, — n2ub

. (nb,ua cos ¥, cos p|| — ¢ {nb,ua cos Ve sin op|| +

+ Nalp +\/(na/nb)2 sin? J, — 1 cos gy } —

— Nty +\/(na/nb)2 sin? . — 1 sin gy ) (94b)

Die Quotienten der reellen Amplituden miissen reell sein. Also
miissen die eckigen Klammern verschwinden:

Npfba +\/(na/nb)2 sin? 9, — 1

sinpp; = — COS ©p | (95a)
Ny COS Ve
. Napiy A/ (na/np)?%sin? 9, — 1
sin (,DbH = — +\/ COS @p|| (95b)
Np g COS Ve

Einsetzen in (94) ergibt

falls ¥, > ﬁe,kritisch :

A

; E
TreT W = 20 = 9cos gy (96a)

E.

: E
e el = b = D 9 cos ©p| - (96b)

E. nNpla



ASTROPHYSIKALISCHES INSTITUT NEUNHOF
MITTEILUNG sD91013, DEZEMBER 2014 52

Mit Ej und ¢y bzw. p|| enthélt jede Gleichung zwei Unbekannte.
Wir wissen aber, dass der Quotient der Betrdge der Amplituden
positiv sein muss. ¢, und ¢y miissen also im ersten oder im
vierten Quadranten liegen, und sie miissen gleich

-2
(95) Np g +\/(na/nb)2 sin® e — 1
=’ arct —
©bL arctan ( iy cos . ) (97a)
Naty 1/ (ng/np)?sin? 9, — 1
2 ) arctan ( — +\/( /™) ) (97b)
Np g COS Ve

sein. Damit lassen sich die Phasenwinkel fiir vorgegebene Werte
VYOI Ng, Np, fha, Ub, Ve eindeutig berechnen. Fiir die Beispielwerte
ng/npy = 1.5 und p, = pp sind die Phasenwinkel in Abb. 15 gezeich-
net, zusammen mit den Phasenwinkeln bei unterkritischen Einfalls-
winkeln geméf (79). Im Fall n, < ny ist nach (79) @1 = @y =0
fiir beliebige ¥., so dass sich eine Graphik eriibrigt.

Zusammenfassend stellen wir auf der nachsten Seite samtliche
Phasenwinkel nochmal tibersichtlich zusammen.

Ng/np = 1.5 fa/pp =1

0.0
o/ PoL | Py ‘\

. \N
D
20 \\

-0.5 Ve /T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Abb. 15: Die Phasenwinkel o1 und ¢y
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bei beliebigem 4, :

67h 67
Pe,E (: ) 0 (:) Pe,B (983“)

bei 9, < ﬂe,kritisch :

77 67
© T org=(00DER ™) , ¢pB L OrE+T (98Db)

(77) (67)

op = ppp=0"= B (98c)
bei ¥, > ﬁe,kritiseh :
(77) .
¢ = ¢rp = (93), siche Abb.13 (98d)
67
Pr.B (:) Yrp+T (986>
ob = onp =) oy . = (97a), siche Abb.15 (98f)
67
©b,B, @ B, — /2 (98g)
67
©b,B, @ b, E. (98h)
(779) , ,
b = poE = b, = (97b), siehe Abb.15 (98i)
778 .
©b,E, (@ obE, — T2 =ppL — /2 (98j)
67 67
©b,B. (® ©b,E, @ ©ObE, +7/2= 01 (98Kk)

Man erkennt in den numerischen Berechnungen folgenden Zusam-
menhang zwischen den Phasenwinkeln:

falls ¥, > ﬁe,kritisch :
01 =201 5, 9 —T=2p (99)

Dieser Zusammenhang ist kein Zufall. Weil die Maxwell’schen Glei-
chungen invariant unter Zeitumkehr sind, und weil wir annehmen
dass beide Materialien perfekt transparent sind, muss auch der
Vorgang der Reflektion invariant unter Zeitumkehr sein. Daraus
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folgt, dass die Phasendifferenz zwischen dem evaneszenten Feld
und dem einfallenden Feld gleich grof8 sein muss wie die Phasen-
differenz zwischen dem evaneszenten Feld und dem reflektierten
Feld. Die zusétzliche Differenz von 7 bei paralleler Polarisation
beruht darauf, dass das reflektierte Feld bei ¥ > ¢ Brewster €inen
Phasensprung von m macht, wihrend fiir einlaufende Felder nach
unserer Phasenkonvention stets ¢. g = ¢. B = 0 gilt.

E, / E, ™ 7| ist bei Ve 2 Ve kritisch bel weitem am grofiten, und
fallt bei grofleren Einfallwinkeln schnell gegen Null, wie man aus
Abb. 16 erkennt. Weil zudem die Stirke der evaneszenten Felder
proportional zu e~¥%/7 ist, und 5 mit steigendem 9, laut (46c)
kontinuierlich abnimmt, wird man in Versuchsaufbauten wie in
Abb. 2 skizziert das bei weitem starkste Signal bei V¢ 2 Ve kritisch
erwarten.

ng/np = 1.5 o/ iy =1

3.0
2.5
2.0 ’T”‘
. /\\J\TJJ
1.5 —= ~
PLJ
0.5 — P \\
P
0.0 ~— O /T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5e

Abb. 16 : Betrége der Fresnel-Koeffizienten

Nun wollen wir die Versetzung des reflektierten Strahls (Goos-
Hénchen Verschiebung) diskutieren. Die von Artmann [8] publizierte
Theorie dieses Effekts wird — trotz verschiedener Einwédnde und
alternativer Ansétze anderer Autoren — auch heute noch als im
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Wesentlichen korrekt anerkannt. Ein kurzgefasster Review der
theoretischen und experimentellen Arbeiten zur Goos-Hédnchen-
Verschiebung wurde von Berman [9] zusammengestellt.

Weil Artmann die Berechnungen in ziemlich verwickelter Weise
darstellt ist es niitzlich, die Darstellung von Ghatak et. al. [10,11]
zu Hilfe zu nehmen. Man findet folgendes Ergebnis fiir die Grofie
D der Goos-Hénchen-Verschiebung:

__Ldy
= ke dY,

(100)

Die Phasenwinkel der reflektierten Strahlung sind in (93) angegeben.
Aus dem unteren Diagramm in Abb. 13 auf Seite 49 erkennt man
erstens, dass d¢/dd, bei tiberkritischen Winkeln negativ ist, so
dass D = (100) positiv ist. Zweitens erkennt man aus diesem
Diagramm, dass D bei ¢ 2 ¢ kritisch am grofiten ist, weil hier die
Graphen am steilsten sind. Deshalb haben Goos und Hénchen die
Strahlversetzung ausschliefllich bei Winkeln ¢, untersucht, die nur
wenig grofier als Ve kritisch waren.

Wir wollen nun (100) herleiten. Die Felder (15) sind unendlich
ausgedehnt. Damit wir eine Strahlversetzung diskutieren kénnen,
muss die Strahlung zumindest in z-Richtung auf einen schmalen
Strahl eingeschniirt werden, wie in Abb. 3 auf Seite 7 skizziert. Wir

behalten fur
5 5w
k= +\/kx + k:y = (101)

auch weiterhin einen scharf definierten Wert bei. Deshalb bewirkt
eine Einschniirung der Strahlung in z-Richtung (d. h. ein unscharf
definierter Wert von k;) automatisch auch eine Einschniirung in
y-Richtung (d. h. ein unscharf definierter Wert von k,). Und weil
im Experiment von Goos und Hénchen die Einschniirung in x-
Richtung um GroBenordnungen enger war als in z-Richtung ist es



ASTROPHYSIKALISCHES INSTITUT NEUNHOF
MITTEILUNG sD91013, DEZEMBER 2014 56

unschédlich, wenn wir auch weiterhin eine unendliche Ausdehnung
der Strahlung in z-Richtung (d.h. den scharf definierten Wert

k. = 0) annehmen.

Wir verwenden k, (3——4) ke o (3:4) k, ., und erzeugen seitlich be-

grenzte Strahlen mithilfe von Fourier-Integralen. Auf diese Weise
erhélt man die folgenden Felder:

“+o00
E, (15) [ dky G, eilkerteyy—wt) (102a)
2
— 00
—+o0
Er (1:5) d2ﬁ ér ei(kzx—i_kr’yy_wt—&_(p) (102b)
T
— 00

Neben den Amplituden G(k,) sind auch die Wellenzahl-Kompo-
nenten ky(k;) und der Phasenwinkel ¢(k;) von k, abhéngig. Wir

konnen diese Groflen in Taylorreihen um einen beliebigen Zentral-

wert /{:g([;o) entwickeln. Zum Beispiel gilt fiir die Phase

N A
= J! Ak

o (103)

Wenn die Wellenzahlen, bei denen E(k,) nennenswert von Null
(0)

verschieden ist, nur wenig von k;’ abweichen, dann kénnen die
Entwicklungen nach dem linearen Glied abgebrochen werden:

d
o) ~ p(KO) + (ke — KY) 2

5O (104)

falls [k, — k9| < |0
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In dieser Naherung lauten die Felder

B, = i wthey (6 yy—wt)

“+o0 . (0) dke,y
dk.. i(ke—kg )| z+ ” y
o Gelka)e (% g ) (105a)
—0o0
E, = ei(kzﬁi’)z+kr,y<k§c°>>y—wt+<p<k;°>)> .
dk: i(kp— kD) (w4 Ly y+d—fc
S Grlko) e (-5 W07 ké‘”) . (105b)
™
—00

Die vor die Integrale gezogenen Exponentialfunktionen beschreiben
unendlich ausgedehnte ebene Wellen, die in z-Richtung die grofie
Wellenzahl kg(co) haben. Unter den Integralen steht die Amplituden-
modulation dieser Wellen mit der kleinen Wellenzahl k, — k:g(c ) Die
so gebildeten, in z- und y-Richtung begrenzten Strahlen haben an
der Grenzflache der Medien (d.h. bei y = 0) ihre Intensitétsmaxi-
ma bei den z-Werten, bei denen die Exponentialfunktionen unter
den Integralen maximal sind, also bei

xe,peak(y = 0) =0 (106&)

__de
0)=- dk,

Ty peak (Y = (106Db)

EO T

Aus Abb. 3 auf Seite 7 liest man ab:

D = D_cos?, = (xnpeak(y =0) — Ze peak(y = O)) cosV, =

(106) 9 de _cost¥e dp _ coste dp
T T o T T TR ko cOs 0, A0 1o,
(107)

Dies ist identisch mit Artmann’s Resultat (100).
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Entsprechend den Experimenten von Goos und Hénchen be-
schrinkte Artmann seine theoretische Untersuchung auf Winkel
¥e, die nur wenig grofler sind als ¥e kritisch- Das vereinfacht die
Formeln wesentlich, weil unter dieser Voraussetzung die jeweils
zweiten Summanden in den Nennern von (93) vernachléssigbar
klein gegeniiber den jeweils ersten Summanden sind. Deshalb gilt
in guter Naherung

falls ’196 Z 'lge7kritisch

93) <2nb,ua\/(na/nb)2 sin? 9, — 1

w1 @) arctan ) <0 (108a)

N p COS Ve

s

N

@l (: arctan
Npllg COS Ve

93) <2naub \/(na/nb)2 sin? ¥, — 1)

Na by 2
=14+ (——) -1 . 108b

(nbﬂa> 4 ( )
Wegen |p | < 1 durfte der konstante Faktor, dessen Groflenord-
nung 1 ist, in die Tangensfunktion hineingezogen werden. Mit der
Formel

1
j—x arctan(x) = 22 (109)

findet man

dey _ —1 2nppq 1

ey (%wWWY Napty €082V,

T b COS Ve

- ([(na/rp)? sin? 9, — 172 (ng /ny)? sin O, cos? I +

+5in D/ (g /my)? sin 0, — 1) . (110)
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Dicht beim kritischen Winkel ist (nq/np)? sin? 9, — 1 < 1. Deshalb
ist im Nenner und im Zéahler jeweils der zweite Summand gegeniiber
dem ersten vernachlassigbar.

dpy _ 2N ftq SIN Ve (111)
dde nb,ub\/(na/nb)2 sin? 9, — 1
Damit ergibt sich die Goos-Hanchen-Verschiebung
falls 7-96 Z ﬁe,kritisch
(100) 1 26 sinJ, (46¢) 2ptq Sin e
DJ_ = _— = . =
ke ub\/sin2 Ve — (np/n4)2 Hb
2
— Zhbha (112a)
Na by
2 2
Dy = (;5t) Dy= "o (112b)
Npfa Npfha

Dies Ergebnis stimmt im Rahmen der Messgenauigkeit mit den
Beobachtungen von Goos und Hénchen iiberein. Die Strahlverset-
zung ist proportional zur Eindringtiefe +, ist also nahe ¥¢ kritisch
am grofiten, und nimmt mit zunehmendem 4J, kontinuierlich ab.

5. Mehrlagen-Stapel und FTIR

In diesem Abschnitt werden wir die Reflektion und Brechung
flir einen Stapel von drei Material-Lagen a, b, ¢ berechnen, wie in
Abb. 17 auf der néchsten Seite dargestellt. Die Brechungsindizes
der Materialien seien ng, ny, n., ihre magnetischen Permeabilitdten
Lhas b, te- Weil es in jeder Materiallage nur einen relevanten Winkel
gibt, nennen wir die drei Winkel jetzt v, ¥y, J..

Wir definieren die Schreibweise 7, fir den Fresnel-Koeffizienten
Tabl Oder Tqp, und die Schreibweise pgp fiir den Fresnel-Koeffizi-
enten pgp oder Pab]|- Die Notationen p,;, und 7, werden benutzt,
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Ty b

5

a

Nq Ha

Abb. 17: Ein Stapel aus drei Materialien

wenn die einlaufende Welle aus dem Medium a kommend auf
die Grenzflaiche zum Medium b trifft. Die Notationen pp, und 7,
werden benutzt, wenn die einlaufende Welle aus dem Medium b
kommend auf die Grenzfliche zum Medium a trifft. Die Notationen
Pve und 73, werden benutzt, wenn die einlaufende Welle aus dem
Medium b kommend auf die Grenzfliche zum Medium c trifft. pp,
und 7y, unterscheiden sich von pg,, und 7, dadurch, dass iiberall
die Indizes a und b sowie die Winkel ¢, und ¥, vertauscht sind,
siche (78).

AuBlerdem verwenden wir anstelle der bisher benutzen Schreib-
weisen ¢ = ¢, p und ¢y, = ¢y g folgende Schreibweisen fiir die bei
Reflektion und Brechung auftretenden Phasenwinkel des elektri-
schen Feldes:

©r.ap bei Reflektion an der Grenzfliche ab
©rba bei Reflektion an der Grenzfliche ba

(113a)
(113b)

©t,qp bei Transmission durch die Grenzfliche ab (113c)
©t,pa bei Transmission durch die Grenzfliche ba ( )
(113e)

©rpe bei Reflektion an der Grenzflache be
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¢t pe bei Transmission durch die Grenzflache be (113f)

Wie zuvor stellen wir uns die einfallenden und die reflektierten
Wellen als unendlich ausgedehnte ebene Wellen mit unendlicher
Kohérenzlange vor.

Fiir beliebige Kombinationen ng, ny, n. und beliebige unter- oder
iiberkritische Einfallswinkel gilt

(34) (34)
ka,az = kb,x = kc,a: =
= kg sind, = kpsindy = k.sind, =
NgWw . npw . New .
== smﬁa:Lsmﬁb:Lsmﬁc
c c c
= ngsind, = nysindy = nesind,. (114)

wobei ¥, und/oder 9, geméf (50) moglicherweise komplex sein kon-
nen. Also gilt fiir einen Lagenstapel mit einer beliebigen Anzahl von
Lagen a,b,c,...,z das Snellius’sche Gesetz n,sind, = n,sind,
fiir die Auflenlagen, und man braucht Brechungen in den inneren
Lagen nicht zu berticksichtigen. Man beachte jedoch, dass diese
Aussage sich nur auf die Einfalls- und Ausfallswinkel bezieht. Die
Intensitéten der transmittierten und der reflektierten Strahlung
werden natiirlich durch die Eigenschaften der Innenlagen stark
beeinflusst.

Wir wenden uns wieder dem drei-Lagen-Stapel zu. Wenn n, > ny
und n. > ny ist, und wenn die Strahlung unter einem Winkel
Vg < Vg kritisch einfallt, dann ist die Strahlung im Medium b eine
ebene Welle. Folglich ist (aufgrund der Invarianz unter Zeitumkehr)
Ve < Ve kritisch- Wenn g > U kritisch ist, dann ist die Strahlung im
Medium b evaneszent, und der Ausfallswinkel muss 9. > VU kritisch
sein (wiederum wegen der Invarianz unter Zeitinversion). Folglich
ist im Fall n, > n, < n. der Austrittswinkel des transmittierten
Teils der Strahlung ¥, = V¢ kritisch, wenn der Einfallswinkel 9, =
ﬁa,kritisch ist.
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Ng 79@ a N a 1911 79(1

Abb. 18 : Zeitumkehr

Die ,,Stokes-Relationen*

pzb + ToaTab = 1 (1158,)
Pab + Pva =0 (115Db)

werden sich in der folgenden Diskussion als sehr niitzlich erweisen.
Man beweist sie leicht durch direktes Einsetzen der Fresnel-Koeffi-
zienten (78). Weil die Fresnel-Koeffizienten (78) fiir beliebige unter-
und iiberkritische Einfallswinkel gelten, gelten auch die Stokes-
Relationen (115) fiir beliebige Einfallswinkel 0 < 9, < 7/2.

Man kann sich die Stokes-Relationen als Folge der Invarianz
unter Zeitumkehr plausibel machen. Der Vorgang der Reflektion
und Brechung muss invariant unter Zeitumkehr sein, weil wir
stets annehmen dass beide Medien keine Energie absorbieren. In
Abbildung 18 ist links der Vorgang so skizziert, wie wir ihn bisher
betrachtet haben. Bei Inversion der Zeitrichtung entsteht daraus
der Vorgang der rechten Skizze:

Eine Welle mit Wellenzahl k, = —k, trifft, aus dem Medium a
kommend, unter dem Winkel 9, auf die Grenzfliche zum Medium
b, und wird teilweise ins Medium a reflektiert und teilweise ins
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Medium b gebrochen. Gleichzeitig trifft eine Welle mit Wellenzahl
k! = —ky, aus dem Medium b kommend, unter dem Winkel 9, auf
die Grenzfliche zum Medium a, und wird teilweise ins Medium b
reflektiert und teilweise ins Medium a gebrochen. Natiirlich miissen
die beiden einlaufenden Wellen die gleiche Phasenbeziehung haben
wie die beiden auslaufenden Wellen bei dem in der linken Skizze
dargestellten Vorgang.

Waéhrend die ins Medium a reflektierten und gebrochenen Wellen
sich zur auslaufenden Welle mit Wellenzahl k]. = k! = —k, iiberla-
gern, miissen sich die ins Medium b reflektierten und gebrochenen
Wellen mit Wellenzahlen kj, = k!’ durch Interferenz ausloschen.

Die Fresnel-Relationen

(

P 78 ~ A i 8 -
Ebewtv“b (:) Tabe E,e'¥rab :) ,OabEe (116)

entsprechen der linken Skizze in Abb. (18). Fiir die rechte Skizze

dieser Abbildung gelten die Relationen
E,;ei“’f’ab“”“ab = TabE;ew““b = T Brerab = 1 pap Fe (117a)
E;eizw’a” = pabE;ew’“’ab = pabETew“ab = pnge (117b)
Egei‘p*v””‘pf’“b = TbaE;/ei‘pf’“b = o Fpettat = mrnFe  (117¢)
(117d)

Al Al A - A
Er elPrbatPtab — PbaEe el Ptab — pbaEbel%,ab = praTarFe . (117d
Invarianz unter Zeitumkehr impliziert

A/ - i - A A A
Ee?frav L Fetrbateras — Bo= 02 B+ nyorp B, (118a)

E/ e’isﬂ't,ab+<ﬁr,ab + EAIlei(pT‘ba+Lpt’“b =0= Tab abEe + baTabEe
b r 1Y 1Y )
(118b)

woraus durch Kiirzen von E, und 7., die Stokes-Relationen (115)
folgen. 7,4, kann nur bei 7,5 # 0 gekiirzt werden, also laut (78) bei
beliebigem ¥, < /2. Also haben wir die Stokes-Relationen bei
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beliebigem 9, < /2 auf die Invarianz unter Zeitumkehr zuriickge-
fithrt. (Nur aus (78) erkennt man, dass sie auch bei ¥, = 7/2 gel-
ten.) Obwohl Abbildung 18 nur den Fall ¥, < ¥ kritisch darstellen
kann, gilt die Interferenzbedingung (118) auch bei iiberkritischen
Einfallswinkeln, bei denen die y-Komponenten der Wellenvektoren
ky, k!, k), k!! imaginir sind.

5.1. Unterkritische Winkel

Wir untersuchen den in Abb. 17 auf Seite 60 skizzierten drei-Lagen-
Stapel mit beliebigen Brechungskoeflizienten ng, ny, ne, wobei wir
annehmen dass entweder n, < ny, < n. ist, oder dass Vg < U4 kritisch
und ¥, < Y¢ kritisch sind. Unter dieser Voraussetzung sind die Felder
in allen drei Medien ebene Wellen. Die Phasendifferenz zwischen
der Welle, die einmal an der Grenzfliche bc reflektiert und dann
ins Medium a transmittiert wird, relativ zu der direkt an der
Grenzfliche ab reflektierten Welle, ist

Pt,ab + Pr.be + Pt,ba +n— Pr.ab - (119>

7 ist die geometrische Phasendifferenz

kg sin v, st = 2dky cos ¥y =

= 2d|ky, | 2 2q T
n

a

cos ¥y . (120)

Fir Strahlung, die direkt an der Grenzfliche ab reflektiert wird,
gilt

w g

EAﬁl)eiX(l) = qul)eiw,ab ( parFe . (121)

Fiir Strahlung, die ins Medium b transmittiert wird, einmal an der
Grenzflache be reflektiert wird, und dann ins Medium a transmit-
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tiert wird, gilt

. . ~ ) 78) . N
E'I(‘Q)elX(Q) = E"EQ)61(77+30t,ba+907',bc+‘19t,ab) (:) elnTbapbcTabEe . (122)

Fiir Strahlung, die ein weiteres Mal zwischen den Grenzflichen
reflektiert wird, gilt

E‘(S) eiX(B) — E(S) ei(2n+‘pt,ba+‘PT,bc +©rba +90r,bc+59t,ab) (7—8)
T - T

= €i2nTbanchancTabEe . (123)
Das insgesamt ins Material a reflektierte elektrische Feld ist

A

oo
Ere’ia = Z EA'T(‘m)e’L‘X(m) — PabEe + einTbapbcTabEe“—
m=1
+ eiQ"TbanchancTabEe +... (124)

Wie gewohnt definieren wir die Amplitude E, reell und > 0. Den
reflektiven drei-Lagen-Fresnel-Koeflizienten definieren wir als
Ereia

E,

00
= Pab + 7—ba'rabpbce”7 Z(pbapbcem)J . (125)
=0

Bei ¥4 = U kritisch iSt Up = 7/2, und deshalb T5a 120, Also ist

(78) ;
Pabe = Pab = E1  fiir ¥q = Vg kritisch - (126)

Im Fall ¥, < Ygkritisch ist | pbapbcei”| < 1, und die geometrische
Reihe (125) konvergiert. Dann erhélt man
falls ¥4 < ﬁa,kritisch :

Pab — pobbpba,obce“7 + TbaTabpbcem (1é5) Pab + pbcei77
1- PbaPoce" 1+ PabPbce"

Pabec = (127)
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Obwohl wir bei der Herleitung v kritiscn ausschlieBen mussten,
stimmt dies Resultat beim kritischen Winkel mit (126) iiberein.
Also gilt (127) fiir beliebige Winkel < 94 kritisch-

Die Transmission durch den Lagenstapel ldsst sich auf gleiche
Weise berechnen. Fiir Strahlung, die ohne Mehrfach-Reflektionen
durch beide Grenzflachen transmittiert wird, gilt

Et(l)eiém = Et(l)ei(n/2+s0t,bc+<pt,ab) (78) PN (128a)

Fir Strahlung, die ins Medium b transmittiert wird, einmal an
der Grenzflache bc reflektiert wird, einmal an der Grenzflache ba
reflektiert wird, und dann ins Medium c¢ transmittiert wird, gilt

EA’YgZ)eZE(Z) = EA’gz)ei(3n/2+¢t,bc+§0r,ba+(p'r,bc+§0t,ab) —

78) ~
(:) ezgn/QTbcpbancTabEe . (128b)

Fiir Strahlung, die ein weiteres Mal zwischen den Grenzflichen
reflektiert wird, gilt

Et(g)ez'f(?)) = Et(g)ei(577/2+90t,bc+907‘,ba+807‘,bc+§0'r,ba+50'r,bc+90t,ab) —

(78) R
:) ez5n/2TbcpbapbcpbapbcTabEe . (1280)

Das insgesamt ins Material ¢ transmittierte elektrische Feld ist

0
EA‘teiB = Z Et(m) eim) = 6in/2TbcTabEe + €i3n/2TbcpbapbcTabEe+
m=1
+ 62SW/QTbchanchancTabEe + ...
(129)

Wie gewohnt definieren wir die Amplitude E; reell und > 0. Den
transmittiven drei-Lagen-Fresnel-Koeffizienten definieren wir als
Etew . s Lo
Tbe = —o— = TpeTape? Z(pbapbcem)J . (130)
FE. 20



ASTROPHYSIKALISCHES INSTITUT NEUNHOF
MITTEILUNG sD91013, DEZEMBER 2014 67

Bei ¥4 = U kritisch ist ¥p = 7/2, und deshalb 7.78)0. Also ist
Tabe = 0 fir 9, = ﬁa,kritisch . (131)

Im Fall ¥, < Ygkritisch ist | pbapbcei”| < 1, und die geometrische
Reihe (130) konvergiert. Dann erhélt man

falls 19(1 < 79(/1,kritisch :
Etezﬂ TbcTabein/2

Tabe = —= = :
Ee 1- pbapbcem

(132)

Obwohl wir bei der Herleitung 9, kritisch ausschlieBen mussten,
stimmt dies Resultat beim kritischen Winkel mit (131) iiberein.
Also gilt (132) fiir beliebige Winkel < g kritisch-

Die Reflektions- und Transmissionskoeffizienten des Lagenstapels
Abb. 17 sind

fir ¥4 < 9 kritisch :

(133a)

(127) | pab + poce’ |2
R = 2 02 [P e

1+ pabpbcem
T=1-R. (133b)

Im Fall eines symmetrischen Lagenstapels a = ¢ # b vereinfachen
sich die Formeln zu

fir J, < ﬁa,kritisch :

m o2 (11 — in 2
R= |Taba’2 — ‘ Pab + Pba€ ' (1:5) Pab gab? (1343)
1+ pabppac™ 1- pabem
T=1—R. (134b)
Alternativ konnen wir auch schreiben
132 m/2\2 (115) [ (1 — p2,)e/2 2
l_pbae17 1_10(117677
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In (86) mussten wir die Aufweitung der gebrochenen Strahlung
beriicksichtigen wie in Abb. 10 dargestellt, um T als Funktion
von Tgp zu beriicksichtigen. Beim symmetrischen Lagenstapel gilt
jedoch Y. = 9, sodass in (134c) kein Aufweitungsfaktor auftritt.
Wir iiberpriifen die Konsistenz von (134c) mit (134b). Im Fall
Vg < Vg kritisch sind sowohl pg, € R als auch n € R reell:

R+ T = (134a) + (134c) =
(Pab = Pave™) (pab — pabe™™) + (1 — p2)e™/2(1 — p2)e /2
(1= pZ,em)(1 — pZe™)
_ Py — P — Py + Py + 1 — ply — pap + Pap _
T e e

1 (135)

Damit ist bewiesen, dass (134c) mit (134b) konsistent ist.

Man erkennt aus (134) deutlich, wie man im Fall ¥, < ¥ kritisch
die reflektiven Eigenschaften des Lagenstapels durch Variation von
d, und damit von 1 = (120), gezielt beeinflussen kann. Mit €7 = 1
(und damit /2 = —1) wird R=0und T = 1. Mit " = —1 wird
R maximiert und 7" minimiert.

5.2. Uberkritische Winkel

Den Fall ¥, > 94 kritisch werden wir ausschlieflich fiir Lagenstapel
mit n, > np < n. diskutieren, aber nicht fiir Lagenstapel mit
Ng > np > ne. Bei ng > ny < ne und 94 > Y4 kritiseh werden die
evaneszenten Felder im Medium b durch

B, (46) B,y Hilake s —wtten ) (136a)
B, (46) Bye v/ tilehe st ) (136Db)

beschrieben. Anstelle des geometrischen Phasenwinkels  tritt bei
Vielfach-Reflektionen fiir jeden Durchgang in beliebiger Richtung
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durch die Lage b ein Dampfungsfaktor e~%7 auf. Deshalb erhélt
man nun anstelle von (129)
Ewe® _
Tabe = tA =€ d/,yTbcTab +e Sd/,yTbcpbapbcTab‘i‘
(&

+ 675d/’y7—bcpbapbcpbapbc7—ab + ... (137)

Dank der exponentiellen Démpfung ist stets | PbapPhee 2V 7l <1, so0
dass die geometrische Reihe konvergiert.

falls ¥4 > ﬁa,kritiseh :

o0 —d/y
_ —d/y —2d/y\j _ __TbcTab®
Tabe = TbeTab€ (pb Pbc€ ) = — (138)
Als reflektiven Koeffizienten erhélt man anstelle von (124)
E, et _ _
Pabe = TEAi = pavt+ € 270 puetan+ €Y T prcbaPucTab - -
e ~ |
= Pab + Tbcﬂ—abpbceiQd/’y Z(pbapbceiﬁl/’yy (139)
j=1

Dank der exponentiellen Dampfung ist stets |ppqppce 2% 7| < 1, s0
dass die geometrische Reihe konvergiert.

falls ¥, > Vg kritisch :

Pab — PabPaPice Y + ToaTapprce 247
1 — ppappce24/7

(115) pab + ppee 247

1= ppappee 27

Pabc =

(140)

Offensichtlich wéren wir auch zu (138) und (140) gelangt, wenn
wir einfach in (132) und (127) in durch —2d/~ ersetzt hétten.
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Die Reflektions- und Transmissionskoeffizienten des Lagenstapels
Abb. 17 sind

fiir '19(1 > lga,kritisch :

(141a)

(140) b+ ppee 247 2
R = ‘Tabc|2 = ‘ Pa Pbe ‘

1- pbapbceimi/ﬁf
T=1-R. (141b)

Im Fall eines symmetrischen Lagenstapels a = ¢ # b vereinfachen
sich die Formeln zu

fir ¥, > Vg kritisch :

Pab — pabe_Qd/v 2

R = |pabal® = L= 2B (142a)
a
T=1—-R. (142b)
Alternativ konnen wir auch schreiben
—d/y 2 — 2 \e—d/7 2
B 9 (138) | ThaTabe (115) [ (1 = pgp)e
T= |Taba| - ‘ 1— p2be—2d/'y’ - ’ 3 ‘ (142C)
a

1 — paye 24/

In (86) mussten wir die Aufweitung der gebrochenen Strahlung
beriicksichtigen wie in Abb. 10 dargestellt, um 7' als Funktion
von T,p zu beriicksichtigen. Beim symmetrischen Lagenstapel gilt
jedoch ¥. = ¥,, sodass in (142c) kein Aufweitungsfaktor auftritt.
Wir iiberpriifen die Konsistenz von (142c) mit (142b). Im Fall
Vq > Vg kritisch 18t pay € € im allgemeinen komplex, und es ist
|Pab|2 =1L
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R+T = (142a) + (142¢) =

_ (Pab — Pab€72d/7)(PZb — szedd/v)*‘
(1= pZye=24/7)(1 — [p2,]*e=24/7)

+(1 = p2)e (1 = [p2))e

1— e—2d/'y _ €—2d/7 + e—4d/~/+
= 1_ [pzb]*672d/fy _ p3b672d/’y + 674(1/’7

_|_e—2d/'y _ [pgb]*e—Qd/w _ pgbe—Qd/'y + 6—2d/'y

=1 (143)

Damit ist die Konsistenz von (142c) mit (142b) bewiesen.

Im Fall ¥, > g kitisch ist R = (141a) ~ 1 fiir d > ~, und
R =0 fiir d < ~. Nur bei d = 00 ist R genau 1 und 7" genau Null.
Bei endlichem d bilden die Gleichungen (141) (bzw. (142) beim
symmetrischen Lagenstapel) eine quantitative Beschreibung der
Intensitdten, die beim Phénomen der frustrierten totalen inneren
Reflektion (FTIR) beobachtet werden.

Bei d > v ist

(1420) | (1 — pi)e” ‘2

2
o PablE ol — p2 | e 2 e d > 144
1_ pgbe_Qd/ﬁ{ ‘ pab’ € ur v ( )

eine brauchbare Naherung, die mit d > ~ eine exzellente Naherung
wird. Dies ist die exponentielle Abnahme von T' mit d, die Meixner
et. al. [5] fir grofies d gefunden haben, siehe Gleichung (58) auf Sei-
te 25. Bei kleinem d fanden sie eine signifikant kleinere Abnahme.
Sie erklarten diese Beobachtung jedoch nicht mit unserer Formel
(142c), weil diese Formel unendlich ausgedehnte Oberfldchen an-
nimmt, zwischen denen die FTIR stattfindet. Dagegen benutzten
Meixner et.al. in ihrem Experiment als zweite Oberfliche eine
Spitze mit nur 80 nm effektiver Apertur, d.h. einer Apertur die
signifikant kleiner war als die verwendete Wellenlédnge von 514.5 nm.
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Deshalb fitteten sie richtigerweise ihre Ergebnisse nicht an (142c),
sondern an einen speziell im Hinblick auch die begrenzte Apertur
ihres Detektors berechneten Korrekturfaktor.

Abschlieflend wollen wir noch die FTIR eines zeitlich und rdum-
lich (zumindest in zy-Richtung) begrenzten Wellenpakets untersu-
chen, dessen Peak zur Zeit t. = 0, aus dem Medium a kommend,
unter dem Winkel ¥, > 9 kritisch bei z. = 0 auf die Grenzflache
zum Medium b trifft. Wir nehmen einen symmetrischen Lagensta-
pel aba mit n. = n, > ny an. Die Schichtdicke des Mediums b ist
d. Die Situation ist in Abb. 19 skizziert. Wir wollen vier Fragen
kléaren:

« An welcher Stelle z, der Grenzfliche (y = 0) wird der Peak des
reflektierten Wellenpakets erscheinen?

* An welcher Stelle z; der Grenzfliche (y = d) wird der Peak des
transmittierten Wellenpakets erscheinen?

x Zu welcher Zeit ¢, wird der Peak des reflektierten Wellenpaketes
am Punkt (r = z,,y = 0) erscheinen?

x Zu welcher Zeit t; wird der Peak des transmittierten Wellenpa-
ketes am Punkt (z = x4,y = d) erscheinen?

Ng Ha ﬂ\a\ ki

Abb. 19: Frustrierte totale innere Reflektion (FTIR)
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Wir definieren die skalaren Momentanwerte

Eo(t,r) = Eelrke=wt) (145a)
Eo(t,r) ") Beitrki—wtra) B (4 ) (145b)
E(t,7) (120 Byl rke—wt+B) — o Eo(t,r) (145¢)

ki =k, s |kr’ = |ke| 5 kr,y = _ke,y ,

die nicht mit den Betrdgen FE., F,, E; verwechselt werden diirfen.
Wihrend die Betrage stets > 0 sind, oszillieren die Momentanwerte
um Null, und nehmen dabei positive und negative Werte an.

Aus (145) liest man ab:

Paba = ‘paba‘ eia (146&)
Taba = ‘Taba| eiﬁ (146b)

Wir folgen der Darstellung von Ghatak und Banerjee [10, 11],
und bilden aus den Feldern (145) durch Fourier-Transformationen
der Felder (145) raumlich und zeitlich begrenzte Wellenpakete. Mit
kw(g)ke,x(ﬁ)kr,m(g:‘l)kt,x gﬂt:

5 / / JEC— (147a)
Y[
/ \Taba! Getkatthey(y=d)—with) (147c)

Man beachte, dass im Exponenten der letzten Funktion der Fak-
tor (y — d) auftritt, anstelle des Faktors y in den beiden ersten
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Funktionen. Im Bereich zwischen y = 0 und y = d sind die Felder
evaneszent. Auf der Strecke von y = 0 nach y = d gibt es den
Phasensprung 3, aber keine zusétzliche Phasendnderung durch das
Produkt k. ,y.

Die Fourier-Amplitude @6, die Wellenzahl-Komponenten k.,
und k., = —key, die Betrdge |pape| und |74, der Fresnel-Koef-
fizienten, sowie die Phasenwinkel a und g sind Funktionen der
beiden Integrationsvariablen k, und w. Es ist k, = k. = k, und
kgﬁy = kg,y = k:ij. Wir betrachten k£, und w als voneinander un-
abhéngige Variable. Das bedeutet: Bei der Variation von k, wird

WNg
ha=— =\ [k 442, = (148a)

= konstant bei Integration iiber und Ableitung nach k,

konstant gehalten. Dadurch legt die Fourier-Amplitude Ge nicht
nur das Spektrum der k,-Werte des Wellenpakets fest, sondern
indirekt auch das Spektrum der k,-Werte. Die Integration iiber &,
schniirt die unendlich ausgedehnten Wellenfelder auf einen in a-
und y-Richtung begrenzten Strahl ein. Nur in z-Richtung bleiben
die Felder unendlich ausgedehnt.

Bei der Variation von w wird

ko = k2 — k2, = \Jwn2c2 — k2 = (148b)

= konstant bei Integration iiber und Ableitung nach w

konstant gehalten. Die Integration iiber w bewirkt, dass der Strahl
zu einem zeitlich begrenzten Wellenpaket wird, das sich entlang
der Linie des Strahls bewegt.

Die Exponenten von (147) enthalten die vier Variablen k.,
kyy = —key, o, und . Diese Grofien kénnen in Taylor-Reihen um

Zentralwerte k:;go) und w(©) entwickelt werden. Wir nehmen an, dass
die Fourier-Amplitude G, nur in einer so kleinen Umgebung von
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kg(co) und w(@ nennenswert von Null verschieden ist, dass die Taylor-
Reihen in guter Ndherung nach dem linearen Glied abgebrochen
werden konnen. Dann gilt z. B. fir ke ,:

dkey
dky

ey (ks w) = ke (K, ) + (ke — k)

kS
dkey

+ (w — @) 1
w

(149)

w(0)

In dieser Ndherung lauten die Gleichungen (147):

E _ (k<0)w+k(0)y w(o)t / /
. =

o ([ka=k] [o4y ‘Z’“Tef] - [w—wm)] [t-v 5322 ]) (150a)

“+oo “+o00

E _ei(kéo)erkgO;yfw(O)tJra(O)) /dkx dw A

" 2w
—00 —00

i) oy 2 ] om0 [y Sz g2]) 500

+oo +o00o
B, = ¢ (K a4 =)k~ ©t15) / ke /dw a

¢ ([ke =k [+ (y-) d—i}—[w—w][—( ~d) St - 55 ])

(150¢)

Es versteht sich, dass die Ableitungen nach k, an der Stelle k:( ) und
die Ableitungen nach w an der Stelle w(®) zu nehmen sind. Die vor
die Integrale gezogenen Exponentialfunktionen beschreiben unend-
lich ausgedehnte ebene Wellen mit der groflen Wellenzahl k‘g(c ), k(,g
und der hohen Frequenz w(?). Unter den Integralen steht die Am;zh)—
0

tudenmodulation dieser Wellen mit der kleinen Wellenzahl &, — k,.
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und der niedrigen Frequenz w — w(®. Die so gebildeten, in Raum
und Zeit begrenzten Wellenpakete haben an den Grenzflichen der
Materialien (d.h. bei y = 0 und y = d) ihre Intensitdtsmaxima
bei den z-Werten und den ¢-Werten, bei denen die Exponential-
funktionen unter den Integralen maximal (d.h. gleich Eins) sind.
Die Exponentialfunktionen sind dann gleich Eins, wenn die rot
hervorgehobenen Klammern in (150) gleich Null sind.

Der Peak des einlaufenden Wellenpakets erreicht zur Zeit ¢t =
tepeak die Grenzfliche y = 0 bei = 2, peak. Aus der Exponential-
funktion des Integranden von (150a) liest man ab:

Te,peak = 0 (151a)
tepeak = 0 (151Db)
Zur Zeit t = t, peax taucht der Peak des reflektierten Wellenpakets

an der Stelle = % peak, ¥ = 0 der Grenzfliche auf. Aus (150b)
liest man ab:

da

Trpeak = _m‘k<0) (151c)
da

trpeak = +—| (151d)

Der Peak des transmittierten Wellenpakets taucht zur Zeit ¢; peax
an der Stelle = 2 peak, y = d der anderen Grenzflache auf. Aus
(150c) liest man ab:

dp
Tt peak = _dikx kéo) (1516)
dp
tt,peak = +a W (151f)
Die Phasenwinkel o und S8 berechnen wir mithilfe von
ke = 2 (152a)

Cc
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ky = kesind, = “ha sin v, (152D)
c
—kry = key = ke cos g = “Ma (152¢)
c
(46¢) 1 1
"y = = =
ke yfsin2 0, — (np/na)2  VEE = (wm/c)?
- < (152d)
Whg +\/Sin2 Vo — sin? ﬁa,kritiseh
und den Definitionen
k
Ky = ngup cos i, (122¢) RewCHto (153a)
w
ke
Ky = nppig cos ¥, (122¢) MbfeyChla (153Db)
NaW
W, = napip \/ (na/mp)?sin? 9, — 1 (1524) DafisC (153c)
npyw
152d c
Wy = nplia +\/(na/nb) sin? 9, — 1 (1224 F;ZJ (153d)

Wir betrachten weiterhin einen symmetrischen Lagenstapel n, =
ne > ny bei tiberkritischen Einfallswinkeln 94 > 9 kritisch. Mit den
Abkiirzungen (153) werden die Fresnel-Koeffizienten (88) zu

K, — W,
K, + W,

o _Kb =+ iWa
pab” = Kb T ’L'Wa .

Indem man diese Koeffizienten in

Pabl = (154a)

(154b)

(142a) pap(1 — e24/7)

A — A 155
Paba 1_ pgbe_Qd/,y ( a)

(1420) (1 — pgy)e
Taba = W (155D)



ASTROPHYSIKALISCHES INSTITUT NEUNHOF
MITTEILUNG sD91013, DEZEMBER 2014 78

einsetzt, erhélt man

([Kq +iW]? — [Kq — iW)?)e= 4/

Tabal = [Ka + in]Q _ [Ka _ in]Ze—Qd/'y
_ 4K W,
(K2 = WR) (et — e~ /) + i2 K, W (et /7 + e~d/7)
B 12K Wy csch(d/)
K2 — W2+ i2K, Wy cth(d/)
(153) i2ke,y,ub,uafy_1 csch(d/7)

(ke,y,ub)2 - (Na7_1)2 + izke,yﬂbﬂa7_1 Cth(d/fy)
(156a)
(1420) (Ko — iWp) (K, + W) (1 — e~ 24/7)
(Ko 4 iWy)2 — (Ko — iW,)2e2d/7
_ (K2 4+ W) (e — =il
(K2 — W2)(etd/v — e=d/7) + 2K Wy (et /7 + e=4/7)
K2 + W2
K2 — W2 +i2K, W, cth(d/v)
(153) (Keytn)? + (pay™1)?
(ke,ylib)2 - (Na'y_l)Q + i2ke,y,ub,ua7_1 Cth(d/’)/)

Paba L

(156b)
[(Kp 4 iW,o)? — (Kp — iWa)?|e= %7
Taball = (K + iWa)2 — (Kp — iWg)2e—24/7
4 KpyW,
T (K2 —W2) (et — e~/ + i2K, W (et + e=4/)
B 12K, W, csch(d/)
K? — W2+ i2KyW, cth(d/v)
(153) i2ke yltapiny "t csch(d/y)
 (/na)?(keyhta)® — (na/nm0)? (moy=1) 2+

+12ke yptapipy "t cth(d/v)

(156¢)



ASTROPHYSIKALISCHES INSTITUT NEUNHOF
MITTEILUNG sD91013, DEZEMBER 2014 79

(1423) (K + iW,) (Kp — iWy) (1 — e724/7)
Pabal = (K, 1 iW,)2 — (K — iW,)2e 24/
(K3 + W2)(eH7 — =)
(K2 — W2)(etd/v — e=d/7) + i2 KW, (etd/7 + e=d/7)
K +W?2
K2 — W2 + i2K,W, cth(d/~)
(133) (nb/na)2(k"e,yﬂa)2 + (na/nb)2(ﬂb77l>2
S (nb/na)2(ke,yﬂa)2 - (na/nb)2(ﬂb7_1)2+

. 156d
+i2Ke,yptapyy ™! cth(d/7) (156d)
Wir definieren die Abkiirzungen
kol =20k k= by (157)
eyl = [l e,y ; eyl = n?;,ub e,y

und berechnen die Phasenwinkel 8 und a:

(156a) 2K, Wy esch(d/v) [2KoWy cth(d/y) +i(K2 — W2)]

Tabal = |K2 — W2 + i2K, W, cth(d/7)[?
— iB1 = t = .
‘TabaJ_| e = 1 =arctan <2KaWb Cth(d/’Y))
(153),(157) T 2vke 1 cth(d/vy)
BV 5 — arctan ( 1 ) (158a)

(s6b) K4 — W — i2(K3W, + K,W3) cth(d/)
- K2 — W2 + 2K, Wycth(d/7)2
—2(K2W,, + K,W3) cth(d/7)
i )

Paba L

= |pabaL| €%+ = a = arctan (

(153),(157)
o = — arctan (

27ke,yl Cth(d/’}/))

158b
,ngg’yL _ 1 ( )
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(156c) 2K, W csch(d/v)[2K,W, cth(d/y) + i(KZ — W2)]

Tabal| = (K2 — W2) + i2K,W, cth(d/~)[2 -
A K2 _ W2
_ 1B = b <
| Taball| € = ) = arctan (QKbWa cth(d/*y))
(153),(157) 27k y) cth(d/7)
B = 5~ arctan ( /szzy” _ ) (158c¢)

(156d) — K3+ Wi+ i2(KpW, + KyW3) cth(d/y)
Pabal = |KZ — W2 + i2K, W, cth(d/~) 2 -
2(KEW, + KpyWP) cth(d/'y))

—K}+ W2

1o’
= |paba)| €1 = o = arctan(

2’71{76,9“ cth(d/7) )
Vhey — 1

o (1534157) — arctan (

(158d)

Weil die Phasenwinkel bei senkrechter und paralleler Polarisation
die gleiche Form haben, kénnen die folgenden Berechnungen mit
nicht genauer spezifizierten Parametern o, 3, und k. , durchgefiihrt
werden. Da « und /3 sich nur durch einen konstanten Summanden
unterscheiden, folgt aus (151)

Lr,peak = Lt peak und trpeak = tt,peak - (159)

Die Ableitung von « nach k; ist

da 1 o | OPkey 1)
dk, 2vke.y cth(d/7) ) 2
1 + ( 77222,y_1 . )

T

(v2k2, —1)2
d ke
=2 (7 47 k2, + VPhey TEL ) Vhey cth(d/v)]

(5 ke cth(d/7) + 7 Szt cth(d/) +vhey LA —
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2
o (12k2, — 12 + (29key cth(d/7))* [

d
— (V2 + 1) ey cth(d/y) - —

dk,
dke
— (v*kZ,, + 1) ycth(d/) dk’y +
d cth(d/~)
+ 022, — )9k (160)

Einsetzen der Differentialquotienten

SLOZD g 12— m/ ) =k (1610)
dkey (148b) o—1/2 _  ka
it —kgpw?nic™? — k2 = ey (161b)
d cth(d/~) d/v \? (=1) 3
= . - (—ky 161
dky <sinh(d/'y)) g (Thay) (161c)
in (160) ergibt
(151c) da (158) df (151e)
Ty peak = _dk‘x = _dkx =  T¢peak =

2 [
— —|- .
(12k2, — 1)2 + (27key cth(d/7))?
+ (721{32,31 +1) k173ke,y cth(d/v) +

kg
+ (’kaiy +1)y T cth(d/vy) +

3
+ (’ygkiy — 1) vke,y ’de:c ' (sin;.f(/g/ﬁf))j (162)

d _
<70 wegen cth ™2
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d> 2(’72k2,y + 1) (VP ke ke + ’kake_?})
= 2
(k2 — 1) + (27key)

Es ist bemerkenswert, dass das Ergebnis bei d > ~ in Strenge von
d unabhéngig und endlich ist. Es tritt also bei steigendem d ein
Sattigungseffekt ein.

Bei 0 = U kritisch ist d < 7 fiir jedes endliche d, weil v = (152d)
bei ¥, = Vg kritisch divergiert. Der Faktor cth(d/~) im Nenner kann
die hohen Potenzen von v im Zéahler nicht kompensieren. Eine
zweite Divergenz, fiir die wir uns aber nicht interessieren, gibt es
bei ¥, = 7/2 durch den Faktor k., im Nenner.

Fiir eine numerische Auswertung von (162) wéhlen wir n, = 1.5
(Glas), ny = 1 (Luft), w = 3-10'5 Hz (rotes Licht mit Wellenlinge =
633nm in Luft). Wir nehmen senkrechte Polarisation des Lichts
an. Wegen pi, = p, gilt in diesem Fall &, L(lg)k:e,y. Im unteren
Diagramm von Abb. 20 auf der néchsten Seite ist dargestellt, wie
Trpeak = Ttpeak bei festgehaltenem d = 1pm vom Winkel 9,
abhangt. Der kritische Winkel ist ¥ kritisch = 0.23228 7, der kleinste
im Diagramm eingetragene Winkel ist ¥, = 0.23230 7. Der grofite
im Diagramm eingetragene Winkel ist 99, = 0.49656 7. Man beachte
die logarithmische Skala der y-Achse.

Im oberen Diagramm von Abb. 20 ist 2, peak = Tt peak bei fest-
gehaltenem ¥, = 0.23228 7 fiir einige Werte des Abstands d dar-
gestellt. Man beachte die logarithmische Skala der z-Achse. Bei
d ~ 10 pm wird der Séttigungswert von Tpeak ~ 9 um erreicht.

Indem man die Ableitungen

2 2
dy (1524) k2 — (wnb/c)Q]_g/QLzb = (163a)

dw c
dkey (148b) wn?
dw ke

(163b)



ASTROPHYSIKALISCHES INSTITUT NEUNHOF
MITTEILUNG sD91013, DEZEMBER 2014 83

Yy = 0.23228 7, ng/np = 1.5, pa/pp =1, w=3-10° Hz
250
~rpeak/:u'm l

200

150

100

50

04 ‘T *e * $d/m
1E-8

\
1E-9 1E-7 1E-6 1E-5 1E-4

d=1pum, ng/ny=1.5, =1, w=3-10"Hz
1000 % a/b Na/ub

xpeak/:um

100
10 //

0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Abb. 20: Die Verschiebung , peak = ¢ peak



ASTROPHYSIKALISCHES INSTITUT NEUNHOF
MITTEILUNG sD91013, DEZEMBER 2014 84

dcth(d/’y):_( d/y ))2_7300"5 (163c)

dw sinh(d/~ dc?
anstelle der Ableitungen nach k, in (160) einsetzt, findet man

(151d)  da (158) % (151f)

t fry +7 —
r,peak dw lw© dw lw© t,peak

2 |
p— 2 .
(v2k2, — 1)? + (27ke,y cth(d/))
3,2
Y wn
(’yzkg,y + ].) ke’y Tb Cth(d/’y) +
2
+ ('kag,y + 1)y % cth(d/~) +
ey

2
272 4 wny, d/vy 2}
+ (PR = D7 key 13 (Sinh( g /v)) (164)

< 0 wegen cth™2

Dies Ergebnis hat die gleiche Form wie die Formel fiir z, jeax =
Tt peak- Wieder gibt es die Divergenz von « beim kritischen Winkel
Vg kritisch, und wieder gibt es bei d > v einen Sattigungseffekt.

Das Ergebnis (164) wird fir die Parameter n, = 1.5 (Glas), ny =
1 (Luft), w = 3 - 10! Hz (rotes Licht mit Wellenlinge = 633 nm in
Luft) und senkrechte Polarisation in Abb. 21 auf der nichsten Seite
dargestellt. Das untere Diagramm zeigt, wie ¢, peak = 1 peak bei fest-
gehaltenem d = 1 pm vom Winkel 4, abhéngt. Der kritische Winkel
ist Vg kritisch = 0.23228 7, der kleinste im Diagramm eingetragene
Winkel ist ¥, = 0.23230 7. Der grofite im Diagramm eingetragene
Winkel ist 9, = 0.49656 7. Man beachte die logarithmische Skala
der y-Achse.

Im oberen Diagramm von Abb. 21 ist ¢, peak = t¢ peak bei fest-
gehaltenem ¥, = 0.23228 7 fiir einige Werte des Abstands d dar-
gestellt. Man beachte die logarithmische Skala der x-Achse. Bei
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Yy = 0.23228 7, ng/np = 1.5, pa/pp =1, w=3-10° Hz
800
tpeak/fs ‘

600

400

200

1E-9 1E-8 1E-7 1E-6 1E-5 1E-4

d=1pum, ng/ny=1.5, =1, w=3-10"Hz
1000 % a/ b Na/ub

tpeak / fS

100

10
e
//

MNe—

0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Abb. 21 : Die Verzégerung ¢, peak = t¢,peak
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d ~ 15 pm wird der Sattigungswert von tpeax ~ 30 - 10~ 195 erreicht.
Dies ist das merkwiirdigste Ergebnis der ganzen Untersuchung.
Man kénnte durch eine unregelméfige Folge von Lichtpulsen Nach-
richten tbertragen. Fiir jeden bei y = 0 abgesendeten Lichtpuls
wiirde der Empféanger etwa 30 fs spéater bei y = d einen Lichtpuls
detektieren konnen, egal wie grof3 d ist! Die empfangenen Licht-
pulse wéren zwar sehr klein (ndmlich exponentiell geddmpft) im
Vergleich zu den gesendeten Pulsen, aber der Sender konnte ja mit
auflerordentlich starken Signalen arbeiten. Es ist umstritten, ob
man mithilfe evaneszenter Pulse tatsédchlich Nachrichten mit einer
Geschwindigkeit tibertragen kann, die grofler als die Geschwin-
digkeit des Lichts im Vakuum ist. Einen lesenswerten Review zu
diesem Thema findet man in [12].
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