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Dekoharenz

Die Dekohéarenz der Zustandsfunktionen offener Quantensysteme
ist zwar schon seit den zwanziger Jahren des vergangenen Jahr-
hunderts bekannt, findet aber erst seit den siebziger Jahren die
angemessene Aufmerksamkeit in der Debatte iiber die Deutung
der Quantentheorie. Wir entwickeln und vergleichen in diesem
Aufsatz die grundlegenden Konzepte zur Beschreibung von Messun-
gen an abgeschlossenen und an offenen Quantensystemen. Dabei
wird der Dichteoperator eingefiihrt, und die Begriffe PVM und
POVM werden erldautert. Auch das ,, Messproblem der QQuantenthe-
orie“ und das ,, Problem der bevorzugten Basis“ werden in diesem
Zusammenhang diskutiert. AbschlieBend werden die wesentlichen
FEigenschaften von Projektions- und Dichte-Operatoren untersucht.

Die grofle Bedeutung der Dekohédrenz von Quantensystemen, die
mit ihrer Umgebung verschréinkt sind, wurde erstaunlich lange nicht
wahrgenommen. Unser zentrales Ergebnis (35) findet sich bereits in
§1, Gleichung (4) einer Veroffentlichung von Landau[l] aus dem Jahr
1927. Auch in den folgenden Jahrzehnten geriet dieser Sachverhalt
nie in Vergessenheit. Ein typisches Beispiel dafiir ist die ausfiihrliche
Diskussion des Zusammenhangs von Messung und Dekohérenz in
den Kapiteln 19 und 20 des Lehrbuchs der Quantenmechanik von
Gottfried [2]. Ein anderes Beispiel ist ein Zitat von Heisenberg
aus dem Jahr 1955, das wir auf Seite 28 abdrucken werden. Aber
erst in den siebziger und achtziger Jahren fand das Phédnomen der
Dekohérenz offener Quantensysteme seinen angemessenen Platz in
der Debatte iiber die Deutung der Quantentheorie, beginnend mit
einer Arbeit von Zeh [3] im Jahr 1970.
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1 Abgeschlossene Quantensysteme

Der Zustand eines Quantensystems S wird durch die Zustands-
funktion |¢) beschrieben. Die Zustandsfunktion ist ein Vektor im
Hilbertraum H. Zweckméfigerweise wird sie auf Eins normiert:
(Pl) =1

Messbare Grofien (Observable) werden durch hermitesche Opera-
toren représentiert. Wir betrachten den einfachen Fall einer Obser-
vablen @, die nur diskrete Eigenwerte hat, und deren normierten
Eigenvektoren |g;) mit den Eigenwerten ¢; ein Orthonormalsystem
bilden, das den Hilbertraum #H aufspannt:

Die |g;) sind Eigenvektoren von Q: Qlgj) = qjlgj) (1a)
Die |g;) sind orthonormal: (qklqj) = On; (1b)
Die |g;) sind vollstandig: >ilai el =1 (1c)

Wenn das System durch die Zustandsfunktion [¢)) beschrieben wird,
und wenn diese Zustandsfunktion auf eins normiert ist, dann ist
der Erwartungswert der Messgréfie @

@y = (WIQIY) =D _(¥IQlg;) (g;1v) =

J
= ZQJ ¢|CIJ QJW) ij |a]| ZQJ wj - (2)
J

a’f aj

a; ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude, und w; ist die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass bei einer einzelnen Messung der Wert g;
beobachtet wird. Der Mittelwert (Q), wird bei den Messungen an
einem groffen Ensemble von Systemen erwartet, die alle im Zustand
|1) prapariert wurden.

Die Messung produziert nicht nur einen Messwert, sondern sie
prapariert zugleich einen neuen Zustand. Das System, das vor
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der Messung der Observablen () durch die Zustandsfunktion |¢)
beschrieben wurde, wird nach der Messung, falls der Eigenwert
qr gemessen wurde, durch die Zustandsfunktion |gx) beschrieben.
Man kann deutlicher schreiben:

Messung von ) mit Ergebnis g

DynamikI: |¢) |qw) (3a)

wy ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei einer bestimmten
einzelnen Messung der Observablen ) der Wert ¢ gemessen und
das System im Zustand |qx) prapariert wird, wenn es vor der Mes-
sung durch die Zustandsfunktion |¢)) beschrieben wurde. Die durch
die Dynamik I beschriebene Messung ist ein nicht deterministisch
erklarbarer, unstetiger, irreversibler Vorgang. Nur die Wahrschein-
lichkeit wy des Messergebnisses ¢ ist berechenbar, aber man kann
im allgemeinen nicht mit Sicherheit vorhersagen, welcher Messwert
qr bei einer bestimmten einzelnen Messung beobachtet werden
wird.

Der Vorgang der Praparation von Zustdnden hat seit der Ent-
deckung der Quantenmechanik fiir erhebliche Irritationen gesorgt.
Denn Quantensysteme unterliegen dadurch zwei vollig unterschied-
lichen Arten der Dynamik. Dynamik I: Eine Messung &ndert den
Zustand des Systems unstetig, irreversibel, indeterministisch, in
unserem Beispiel von [¢) nach |gx). Dagegen beschreibt die

Oly) i

Dynamik IT: T —ﬁH\w) (3b)

eine stetige, unitire, reversible, deterministische Entwicklung des
Zustands geméf der Schrodinger-Gleichung. Die Irritation entsteht
dadurch, dass es kein verbindliches Kriterium dafiir gibt, ob ein
Klumpen von Atomen als Messgerat zu betrachten ist, das eine
unstetige Entwicklung geméfi Dynamik I = (3a) bewirkt, oder ob
dieser Klumpen von Atomen als Quantensystem zu betrachten
und seine Wechselwirkung mit dem untersuchten Objekt in den
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Hamiltonoperator der stetigen Dynamik IT=(3b) zu integrieren ist.
Was qualifiziert einen Klumpen von Atomen dazu, als Messgerét
anerkannt zu werden, dessen Wirkung durch Dynamik I beschrieben
werden kann und muss?

2 Die Erfindung des ,,Messproblems*

Es war John v.Neumann, der nachdriicklich auf die beiden vol-
lig unterschiedlichen Dynamiken (3) der Zustandsfunktionen von
Quantensystemen hinwies, als er 1932 die erste mathematisch
durchgearbeitete Darstellung [4] der jungen Quantenmechanik ver-
fasste. Er schlug vor, siémtliche Objekte — auch makroskopische,
einschliefllich der Messgerite — zumindest formal mit den Metho-
den der Quantentheorie zu beschreiben. Wenn das Messgerit den
Wert ¢ anzeigt, dann soll ihm nach v. Neumanns Messtheorie der
Quantenzustand |my) zugeschrieben werden.

v. Neumann unterschied zwischen zwei Aspekten der Messung;:
Der eine Aspekt der Messung besteht darin, dass das untersuchte
Quantensystem S, das sich im Zustand |[¢) = 37, a; [g;) befindet,
und das Messgerat M, das sich vor der Messung im Zustand
|mo) befindet, zusammengefiihrt werden, so dass sie aufeinander
einwirken und einen gemeinsamen, kombinierten Quantenzustand
bilden kénnen:

mo 1. Aspekt
Z.aJ\jS } - Z“J‘qﬂ ) (4a)
J

Dieser Aspekt des Messprozesses erzeugt einen Zustand, in dem die
Zustandsfunktionen des untersuchten Systems und des Messgerits
miteinander verschrankt sind. Wir werden weiter unten erklaren,
was mit diesem Begriff genau gemeint ist. Achtung: Mit (4a) wird
keineswegs gesagt, dass die Zustandsfunktion [¢)) = 37, a;]q;)



ASTROPHYSIKALISCHES INSTITUT NEUNHOF
MITTEILUNG sD91319, JANUAR 2013 5

des gemessenen Objekts unverdndert bliebe. Im Gegenteil. Die
Zustandsfunktion [¢) = 37, a;|g;) ist vollstindig aus der Welt
verschwunden. Stattdessen gibt es jetzt eine Zustandsfunktion
>-; ajlgj) [mj), die den gemeinsamen Zustand von Objekt und
Messgerat darstellt.

Der Messprozess ist mit (4a) noch nicht vollstandig beschrieben.
Denn niemals zeigt ein Messgeriit die Uberlagerung unterschiedli-
cher, makroskopisch unterscheidbarer Messwerte g; an. Es gibt noch
den zweiten Aspekt der Messung: Die Zustandsfunktion wird auf
den einfachen Zustand |gx) |my) reduziert, so dass der bestimmte
Wert ¢ vom Messgerit abgelesen werden kann:

2. Aspekt
> ajlgg) Imy) ——"=— |q&) [mx) (4b)
J

Die als zweiter Aspekt beschriebene Anderung

2. Aspekt 1 falls ] =k
aj 5 .
0 falls j # &

wird als ,, Reduktion“ oder ,,Projektion* oder ,, Kollaps* auf den
Zustand |gg) |my) bezeichnet. Die Reduktion ist der nicht determi-
nistisch erklarbare, unstetige, irreversible Aspekt der Messung, der
oben als Dynamik I bezeichnet wurde.

Warum tritt aber der Kollaps bei der Wechselwirkung mit einem
Messgerat auf, jedoch nicht bei der Wechselwirkung mit einem
anderen, beliebig komplexen Aggregat von Atomen? Wire das
komplexe Aggregat von Atomen kein Messgerit, dann wiirde der
Vorgang bei (4a) stehenbleiben, und es finde kein Kollaps statt.
Woran erkennt das untersuchte System, dass es sich jetzt um eine
Messung handelt, und deshalb ein Kollaps fallig ist? Diese Frage
wird als das ,,Messproblem der Quantentheorie“ bezeichnet.
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v. Neumann wich mit seiner Darstellung des Messprozesses in ent-
scheidender Weise von der ,, Kopenhagener Deutung® [5] der Quan-
tentheorie ab, die Bohr und Heisenberg 1927 erarbeitet hatten. In
der Sichtweise der Kopenhagener Deutung miissen der Aufbau und
Ablauf eines Experiments zur Beobachtung eines Quantenphéno-
mens, die dabei verwendeten Messgerate, und die dabei gewonnen
Ergebnisse, allesamt in der Sprache und mit den Begriffen der klas-
sischen Physik beschrieben werden. Und zwar von Anfang an, nicht
erst nach einem ,, Kollaps“. Weil Messgerate grundséatzlich klassisch
beschrieben werden, kann nach Kopenhagener Auffassung niemals
die Frage auftreten, welche der beiden Dynamiken (3) zu ihrer
Beschreibung anzuwenden sei: Weder die eine, noch die andere,
denn Messgeréte sind per Definition niemals als Quantensysteme
zu betrachten. Das ,, Messproblem* ist demnach ein hausgemachtes
Problem, das v. Neumann selbst erzeugt hat, indem er den Anwen-
dungsbereich der Quantentheorie — entgegen der aus Kopenhagen
gelieferten Gebrauchsanleitung — auf die Messgeréte erweiterte.

v. Neumann war nicht der einzige, der sich mit den Postulaten der
Kopenhagener Deutung nicht zufrieden geben wollte. SchlieBlich ist
unbestritten, dass auch Messgerédte Systeme sind, die aus Atomen
zusammengesetzt sind. Die Unterscheidung zwischen Messgeréten,
die grundsatzlich klassisch zu beschreiben sind, und anderen, mehr
oder weniger komplexen Aggregaten von Atomen und Molekiilen,
die quantentheoretisch beschrieben werden kénnen (und zuwei-
len auch miissen), erscheint vielen Forschern als willkiirlich und
unbefriedigend. Wenn man aber beliebige makroskopische Gegen-
stdnde zunéchst als — wenn auch moglicherweise ziemlich komplexe
— Quantensysteme betrachten und beschreiben will, dann muss man
eine Erkldrung fur die Reduktion (4b) ihres Zustandsvektors finden.
Denn es lasst sich nicht bestreiten, dass Messgerdte und andere
makroskopische Gegenstinde niemals in Uberlagerungszustinden
der Art (4a) beobachtet werden.



ASTROPHYSIKALISCHES INSTITUT NEUNHOF
MITTEILUNG sD91319, JANUAR 2013 7

Die Alternativ-Vorschldge zur Kopenhagener Deutung, die in
den folgenden Jahrzehnten zur Erklarung der Zustands-Reduktion
(4b) gemacht wurden, konnen im Wesentlichen in vier Gruppen
eingeteilt werden:

* Es gibt von vornherein iiberhaupt keinen objektiven Unterschied
zwischen Messgeriten und anderen Aggregaten von Atomen.
Also gibt es von vornherein auch keinen Kollaps, sondern die
Entwicklung bleibt bei (4a) stehen. Wenn allerdings ein Mensch
seinen Blick auf den Zeiger des Messgeréts wirft, dann nimmt
er einen ganz bestimmten Messwert wahr. Also ist das Hin-
zukommen des Menschen der entscheidende Faktor, der den
Kollaps bewirkt. Weil aber auch die optische Wechselwirkung
zwischen dem Messgerdt und dem Auge des Menschen, sowie
die Reizleitung von der Retina zu seinem Gehirn den Gesetzen
der Quantentheorie unterliegen sollte, bleibt letztlich nur noch
das Bewusstsein des Menschen als moglicher Faktor, der den
Kollaps bewirken kann. Dies war die Erklarung, die v. Neumann
in seinem Buch [4] vertrat. Demnach existiert ein Messergebnis
zufolge v.Neumann nicht als eine objektive Tatsache in der
,, AuBlenwelt“, sondern nur im Bewusstsein eines Menschen. Er
formulierte das folgendermafen: ,, Die Erfahrung macht nur Aus-
sagen von diesem Typus: ein Beobachter hat eine bestimmte
(subjektive) Wahrnehmung gemacht, und nie eine solche: eine
physikalische Grofle hat einen bestimmten Wert* [4].

* Modifikationen der Quantentheorie, durch die der Kollaps von
Zustandsfunktionen formal in die Theorie eingebaut wird: Es
wurden zusétzliche Faktoren in die Quantentheorie eingebaut,
die zu zufalligen Zeitpunkten den Kollaps von Zustandsfunk-
tionen bewirken. Diese Faktoren sind so konstruiert, dass sie
den Kollaps um so haufiger bewirken, je komplexer und/oder
schwerer ein Quantensystem ist. Detailliert ausgearbeitet wurde
dieser Ansatz von Ghirardi, Rimini, und Weber [6].
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*

*

Modifikationen der Quantentheorie, die keinen Kollaps von Zu-
standsfunktionen bendtigen, weil Quantensysteme sich niemals
in einem Uberlagerungs-Zustand der Art (4a) befinden. Die Fi-
higkeit zur Interferenz mit anderen Quantenobjekten und/oder
mit sich selbst erhalten Quantenobjekte in diesen modifizier-
ten Theorien durch zusédtzliche, nicht-materielle Fiihrungsfelder
oder dhnliche , verborgene Variablen“: Prominentestes Beispiel
ist de Broglie’s Konzept der Pilotwelle [7], das von Bohm [8]
umformuliert und weiterentwickelt wurde.

Die ,, viele Welten“-Interpretation von Everett[9] und deWitt[10]:
In dieser Interpretation findet kein Kollaps statt, obwohl jede
Messung (und jede andere Wechselwirkung) Uberlagerungs-Zu-
stande der Form (4a) erzeugt. Vielmehr folgt auf (4a) im néchs-
ten Schritt die Ablesung des Messgeréits durch den Beobachter,
die als ,, Messung des Messgerits“ bezeichnet werden kann:

ST } AR S ayla) ) ) (5)

Auch der menschliche Beobachter ist nach Everett’s Interpreta-
tion als Quantensystem zu betrachten. Bevor er das Messgerét
abliest, ist sein Zustand |bg). Nachdem er das Messergebnis
zur Kenntnis genommen hat, befindet er sich im verschrinkten
Zustand der rechten Seite von (5). Die j-Komponente seines
Bewusstseins nimmt das Messergebnis ¢; wahr, die k-Kompo-
nente seines Bewusstseins das Messergebnis ¢, und so weiter.
Die genauere Untersuchung zeigt, dass keinerlei Kommunikation
zwischen den verschiedenen Komponenten des Bewusstseins des
Beobachters moglich ist. Mit jeder Komponente seines Bewusst-
seins nimmt der Beobachter ein eindeutiges Ergebnis wahr und
weif} nicht, dass er mit den unendlich vielen anderen Komponen-
ten seines Bewusstseins (,,in unendlich vielen anderen Welten*)
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unendlich viele andere Ergebnisse feststellt. So bizarr diese Deu-
tung auch ist, scheint sie doch mit allen beobachtbaren Fakten
in Einklang zu stehen.

Die zweite und dritte Alternative modifizieren den Formalismus
der Theorie, wihrend die erste und vierte Alternative lediglich
die gleichen Formeln anders interpretieren als die Kopenhagener
Deutung. Drei der vier Alternativen stimmen in allen experimentell
iiberpriifbaren Vorhersagen mit der Kopenhagener Deutung iiberein.
Nur im Fall des von Ghirardi, Rimini, und Weber eingefiihrten
stochastisch getriggerten Kollaps kénnten sich mithilfe verbesserter
Experimentiertechnik in Zukunft bei mesoskopischen Systemen
beobachtbare Abweichungen ergeben.

Heisenberg prigte den Begriff ,, Schnitt*, um den diskontinuier-
lichen Ubergang zwischen dem quantentheoretisch beschriebenen
Teil und dem klassisch beschriebenen Teil der Welt zu betonen.
Nach der Kopenhagener Deutung ist der Schnitt in weiten Berei-
chen verschieblich, allerdings nicht unbegrenzt. Quantensysteme
wie Atome oder Molekiile miissen auf jeden Fall quantentheoretisch
beschrieben werden. Auf der anderen Seite miissen menschliche
Beobachter (inklusive ihres Bewusstseins), sowie die zur Beobach-
tung von Quantenphdnomenen verwendeten Messgeréite, soweit sie
sich offensichtlich (dieser Begriff ist an dieser Stelle wortlich zu
verstehen!) klassisch verhalten, auf jeden Fall klassisch beschrie-
ben werden. Tatséchlich schaltet man aber zur Beobachtung eines
Quantenphdnomens in der Regel mehrere Verstérker hintereinander.
Dann ist es nach Kopenhagener Verstindnis im Prinzip egal, an
welcher Stelle der Kaskade von Gerédten man den Schnitt zwischen
quantentheoretischer und klassischer Beschreibung platziert.

v. Neumann verschob den Schnitt iiber die offensichtlich klas-
sischen Messgerite (z.B. das menschliche Auge) hinaus bis zur
Grenzlinie(??) zwischen(??) Gehirn und Bewusstsein des Menschen,
wo sie fiir die physikalische wie philosophische Analyse praktisch
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unfassbar wird. Die Sichtweise von Everett und deWitt ist wesent-
lich einfacher als v. Neumanns, und sogar wesentlich einfacher als
die Kopenhagener Sichtweise. Sie verzichtet auf einen Schnitt und
beschreibt alles und jedes im Universum in gleicher (quantentheo-
retischer) Weise. Sie macht sogar das menschlichen Bewusstsein
zu einem gewohnlichen Objekt der Physik, das den Gesetzen der
Quantentheorie unterliegt.

3 Projektions-Operatoren und die Spur

Zur Vorbereitung der Definition und Diskussion der Dekohérenz
offener Quantensysteme sind zunéchst einige formale Klarungen
erforderlich. Wir greifen nochmals (1) auf:

Die |g;) sind Eigenvektoren von Q: Qlg;) = gjlg;)  (6a)
Die |¢;) sind orthonormal: (qrla;) = Ok; (6b)
Die |¢;) sind vollsténdig: >l gl =1 (6¢)

Auf der linken Seite von (6¢) steht die Summe der Projektoren

Py = |l >p =1 7)
J

auf die Zustinde |g;). Weil >°, P; ein Operator ist, ist auch die 1
auf der rechten Seite der Gleichung ein Operator. Es handelt sich
um den , Identitiats-Operator”, der jede Zustandsfunktion, auf die
er wirkt, unverdndert liasst. Jede beliebige Zustandsfunktion ist
eine Eigenfunktion des Operators 1 mit dem Eigenwert 1:

1|¢) = 1|9) (8)

Mit dem Projektor P; = |¢;)(¢;| und einem beliebigen System
|s) von orthonormalen Zustandsfunktionen, die den Hilbertraum
aufspannen, ldsst sich die in (2) definierte Wahrscheinlichkeit w;
umformulieren:
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wj = (Wlag)alv) = Y _(Wls)(slg;){g;lv) =

S

= 3" (slag) (gl abls) = Sp{ Pyl o} (9)

Weil die Skalarprodukte ( | ) € C kommutierende Zahlen sind,
durfte das Produkt umgeordnet werden. Die Summe der Diagonal-
elemente einer Matrix wird als Spur bezeichnet. w; ist die Spur
des Produktes der beiden Projektoren P; = |q;)(g;| und [¢)(2].

Man kann den erwarteten mittleren Messwert einer Observablen
@ auch mithilfe der Spur berechnen:

@)y = WIQI) =D _(WIQls){slv) = D _(sl¥)(¥IQls)

S S

(@)p = Sp{PyQ} mit Py = [){¢| (10)

Diese Formulierung erscheint zwar zunéchst unnotig umsténdlich
(und ist es auch), sie wird aber eine sehr niitzliche Verallgemeine-
rung zur Beschreibung offener Systeme erlauben.

Im jeweils letzten Term von (9) oder (10) ist nicht mehr erkenn-
bar, dass die Spur mit den Basisvektoren |s) gebildet wurde. Das ist
auch nicht erforderlich, weil sich mit jedem beliebigen System von
Vektoren |t), die die Vollstédndigkeitsrelation »°, [t)(t| = 1 erfiillen,
fiir beliebige Operatoren A die gleiche Spur ergibt:

Sp{A} =D (tlAlt) =D (ts)(slAlt) =

t,s

= S (slAlt)tls) = S (s14ls) (11)

Wir nennen zwei weitere Eigenschaften der Spur, die oft niitzlich
sind. Erstens bleibt die Spur unverdndert, wenn beliebige Operato-
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ren A, B, C unter der Spur zyklisch vertauscht werden:

Sp{ABC} = (s|AB|t)(t|C|s) =

s,t

=Y (tCls)(s|ABJt) = Sp{CAB} (12)

Man beachte, dass der Trick nur bei zyklischer Vertauschung funk-
tioniert,

Sp{ABC} #* Sp{BAC} . (13)
Zweitens ist

Sp{la) (01} = D_(sla)(bls) = S_(bls)(sla) = (bla) . (14)

s

Daraus folgt insbesondere, das die Spur des Projektors Py, = (1) (¢)|
gleich der Norm (1]1)) des Zustands ist, auf den er projiziert.

Ohne es ausdriicklich zu sagen haben wir bisher angenommen,
dass es keine unkontrollierte Wechselwirkung zwischen dem Sys-
tem S und der Umgebung gibt. Systeme, fiir die diese Annahme
zutrifft, werden als abgeschlossen bezeichnet. Umgekehrt sind offe-
ne Systeme dadurch charakterisiert, dass es zwischen ihnen und
ihrer Umgebung Wechselwirkungen gibt, die allenfalls teilweise
kontrolliert werden. Um das Konzept der Dekohérenz einfithren zu
kénnen, miissen wir unsere Untersuchung auf offene Quantensyste-
me erweitern.

4 Offene Quantensysteme und Dichteoperatoren

Im Folgenden betrachten wir ein offenes Quantensystem .S, das Teil
eines abgeschlossenen Quantensystems S, ist, siehe Abbildung 1
auf der néchsten Seite. Sy ist aus den beiden Teilsystemen S
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SW SR

Abb.1: Das System Sy, = S + Sk

und Sy zusammengesetzt. W bedeutet ,, Welt“. Gemeint ist das
aus dem gesamten Universum bestehende Quantensystem, das wir
als abgeschlossen betrachten. Der physikalisch wie philosophisch
gleichermaflen schwierigen Frage, ob das Universum wirklich ein
abgeschlossenes System ist (besser gesagt: der Frage, ob iberhaupt
ein abgeschlossenes System existiert), gehen wir hier nicht nach.
S ist das Quantensystem, das wir untersuchen und beschreiben
wollen, Sy ist der , Rest der Welt®. Die Zustandsfunktionen |y, )
des abgeschlossenen Systems Sy, sind Elemente des Hilbertraums

der das direkte Produkt der Hilbertraume H und Hy ist. Es sei |s)
eine Orthonormalbasis des Hilbertraums H und |rg) eine Ortho-
normalbasis des Hilbertraums #p, so dass jeder Vektor |¢) € H in

der Form
=D Is)(slY) = cdls) (16)

s

und jeder Vektor |1z) € Hy in der Form
[Vr) = Z 7 R)(TR|VR) = de|7“R> (17)

entwickelt werden kann. Das Tensorprodukt dieser beiden Vektoren
ist

® W}R Z chd}%r ‘ ® ’TR> ceHy . (18)
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Das Skalarprodukt dieses Produktvektors mit dem Produktvektor
|9) ® |pr) = Zzeszr| ® |re) € Huw (19)

S

ist definiert als

(V] @ (Yr|d) @ [¢r) = <¢’¢><wR‘¢R> =
= ZZC dpres frr ( ZZc*d* esfrr - (20)

SS T'?"
5, 5,.7.,

Zur Berechnung des Tensorprodukts werden also zunéchst jeweils
systemweise die Teilprodukte in H und Hz berechnet.

Nicht jeder Zustandsvektor in Hy; kann als direktes Produkt
eines Vektors in H und eines Vektors in Hy geschrieben werden.
Wir vergleichen die beiden Vektoren

lw) = 0) ® ) = D> csdpr|s) ® 1) €Hy  (21a)
W}W> = Z ZCWS'I‘ ‘3> ® ’TR,> € Hw . (21]3)

S
(21a) ist ein Produktvektor, der als direktes Produkt der Vekto-
ren |¢p) € H und |pr) € Hp geschrieben werden kann. Falls fiir
irgendwelche der Koeffizienten von (21b)

Cwij 75 Cwii und/oder CwiiCwjj 75 CwijCwji (22)

gilt, dann existiert kein Vektor in H und kein Vektor in Hp, als
deren direktes Produkt der Vektor |¢y) € Hy dargestellt werden
konnte. Die Vektoren der Teilsysteme sind dann in der Zustands-
funktion des Gesamtsystems ,, verschréankt“, so der von Schrodinger
gepréagte Begriff fiir diesen Sachverhalt. [11] Das Auftreten ver-
schriankter Zustinde in zusammengesetzten Systemen hielt Schro-
dinger fiir den wesentlichen Unterschied zwischen klassischer Theo-
rie und Quantentheorie.
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Wenn ein zusammengesetztes System durch einen
verschrankten Zustandsvektor beschrieben wird,

dann kann man den Teilsystemen keinen Zustands- (23)
vektor zuordnen.
Ein einfaches Beispiel fiir einen verschréankten Vektor ist
[w) = cwir |1) @ [1r) + cw22[2) @ [2z) . (24)

Dieser Vektor kann nicht als direktes Produkt von Vektoren

2 2
Z Cs |s) Z drr |TR) (25)
s=1 r=1

der Teilsysteme S und Sg geschrieben werden, denn im direkten
Produkt

2 2
DY cdrr |s) @ |rr) = c1dr 1) @ |1g) + c1dga 1) © [28) +
s=1r=1

+ c2dg1 |2) ® |1g) + codr2 (2) ® |25) (26)

treten, weil c¢1,dg1, c2, dr2 alle von Null verschieden sein miissen,
unvermeidlich in den Indizes 1 und 2 gemischte Glieder auf, die in
(24) nicht enthalten sind.

Offene Quantensysteme sind nahezu immer mit dem Rest der
Welt verschrankt. Folglich kénnen sie nicht durch Zustandsvektoren
beschrieben werden, siehe (23). Genau dadurch unterscheiden sich
offene von abgeschlossenen Systemen. Daraus ergibt sich ein prakti-
sches Problem. Wenn wir in gewohnter Weise den Erwartungswert

(@)s = WIQlw) = Sp{lv) ] Q} (27a)

einer Observablen @ im Zustand [¢)) des Systems S bestimmen
wollen, dann scheitert die Berechnung schon im Ansatz daran, dass
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der Zustand [¢)) des Systems S iiberhaupt nicht definiert ist, wenn
S und Sy durch einen verschriankten Gesamtzustand beschrieben
werden. Definiert ist bei Verschrénkung nur die kombinierte Zu-
standsfunktion |1y,) beider Systeme. Sie ist ,,im Prinzip“ definiert,
aber niemals explizit bekannt, und kann deshalb auch nicht in
Berechnungen verwendet werden.

Im folgenden werden wir eine , effektive* Zustandsfunktion |y)
des Systems S entwickeln, mit der sich der Erwartungswert

@)y = SP{IX) (X Q} (27b)

der Observablen @) auch dann berechnen liasst, wenn das System
S mit der Umgebung verschréankt ist, und wenn man lediglich auf
das System S messtechnischen Zugriff hat.

Dazu miissen wir vorab definieren, wie Skalarprodukte und Pro-
jektoren verschriankter Zustdnde gebildet werden. Der Projektor
auf den verschréankten Zustand (21b) ist

D) W] = 33 rartuworls) © ) (5] @ Gl
= ZZchTcwms (sl @lra)(ral . (28)
Das Skalarprodukt des Vektors (21b) mit dem Vektor
bw) =D dwer|s) @ |re) € Hu (29)

s

ist

¢W|¢W Z Z ngrdWs’r/ 7"R"rR Z Z CwsrdWsr .

SS T‘T
655/ 5 N

(30)

Zur Berechnung des Gesamtprodukts werden also zunéchst system-
weise die Teilprodukte in H und in Hy berechnet.
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Wir wollen den Erwartungswert (Q),, einer Observablen @
berechnen, die eine Eigenschaft ausschliellich des Teilsystems S
ist, weshalb der Operator Q nur im Hilbertraum H wirkt. Der
Zustand des Systems S sei mit dem Zustand des Rests der Welt
S verschrankt zum Zustand

|¢W> = Z ZCWS’I’ ’3> ® |7"R> € Hw (31)

des Universums Sy, . Dieser Zustand kann nicht als direktes Produkt
eines Zustandsvektors des Systems S mit einem Zustandsvektor
des Systems Sy geschrieben werden. Also hat weder das System .5
noch das System Sy einen definierten Zustand. Zunéchst wird der
Operator fiir das Gesamtsystem als direktes Produkt

Qw=0Q®1x (32)

definiert. 15 ist der nur im Hilbertraum Hpz wirkende ,, Identitéts-
Operator“, der — siehe (8) — jede Zustandsfunktion, auf die er wirkt,
unverandert ldsst. Wir machen die plausible Annahme, dass der Er-
wartungswert der Observablen @), die im System S gemessen wird,
identisch ist mit dem Erwartungswert der Observablen @)y, die im
System Sy, gemessen wird. Weil das System W abgeschlossen ist,
kann man den Erwartungswert mithilfe des Projektors [ty ) (¢w |
und der Spur berechnen:

(10

(@ = S| [ (] Qu ) (33)

Einsetzen des Operators (32), und Berechnung der Spur mit dem
Orthonormalsystem |s) ® |rg) ergibt

(Qyw = Z<3| Z(TRWW><¢W‘1R’TR> Qls)

s

= Sp{Spa{ Y)W} Q} -
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Die im System R (dem Rest der Welt) zu berechnende Spur wird
als Dichteoperator p bezeichnet und so umgeformt, dass nur Zu-
standsfunktionen des Systems S in ihr auftreten:

p = S [vw) (Wwl} = D (rrltw) (Ywlre)

T

> CvsrCwsr|s)(s] (rhlr) (ralrh)
—_— ——

r’,s,r 5
= Zw5]5><8| mit wg = ZC*WSTCWST >0eR. (34)
S T
Also ist der Erwartungswert der Messgréfie ) im offenen System:

p =25 ws|s)(s]

(35)
Ws =D, CrygrCwsr > 0 € R

(Q)pw = Sp{pQ} mit {
Man vergleiche dies Ergebnis fiir das offene System mit dem Er-
gebnis

(@ "2 Sp{PQ} mit Py = )]

fiir das abgeschlossene System! |s)(s| ist ein Projektor, der im
System S wirkt. Also ist auch der Dichteoperator p als gewich-
tete Summe dieser Projektoren ein Operator, der im System S
wirkt. Nur tief verborgen in den Gewichtsfaktoren wy wird der
Dichteoperator gepriagt durch die Verschrénkung der Systeme S
und Sg.

Der Vergleich von (27b) mit (35) ergibt

O (x| = Z Z CrysrCwar |S) Z ws |s) (36)

Folglich kann das offene Systems .S durch die effektive Zustands-
funktion
vs €R

s nicht definiert (37)

= 28:\/178\8>ews mit {
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beschrieben werden. Weil |y) auf dem Umweg iiber die Projektoren
(36) bestimmt wurde, sind die Phasenfaktoren wegen

|s)(s| = |s)e™ = (s|e"’s fiir beliebige ¢, € R

nicht definiert. Kin Zustand ohne definierte Phase wird als ,, Ge-
misch® bezeichnet, im Gegensatz zu einem ,,reinen Zustand*

[9) =D ls)(sl) =D csls) (38)

dessen Phasen durch die komplexen Koeffizienten c¢s = (s|y)) € C
wohldefiniert sind. Dies ist eine wesentliche Erkenntnis: Wenn die
Zustandsfunktion des Universums nicht als direktes Produkt einer
Zustandsfunktion des offenen Systems S und einer Zustandsfunk-
tion des Rests der Welt geschrieben werden kann, dann ist der
effektive Zustand des Systems S kein reiner Zustand, sondern ein
Gemisch. Dies ist der Regelfall. Nur bei guter Isolation vom Rest
der Welt kann der Zustand eines untersuchten Systems nédherungs-
weise als reiner Zustand beschrieben werden, in Strenge niemals.
Abgesehen von den Gewichtsfaktoren wg enthélt (35) ausschlief3-
lich Gréflen des Systems S. Alle Grofien des Systems S sind messbar
und berechenbar. Aber wie konnen wir die Koeffizienten w, heraus-
finden? Ohne diese Faktoren wire das Resultat zwar mathematisch
vollig korrekt, aber vollkommen nutzlos. Die Antwort auf diese
Frage ist einfach, wenn es sich bei der Umgebung, mit der das Sys-
tem S verschrinkt wird, um ein wohlkonstruiertes Messinstrument
handelt. Nehmen wir an dass S durch den Zustandsvektor |¢)
beschrieben wird, und dass das Messinstrument fiir die Messung
der Observablen ) konstruiert ist. Dann wird das Resultat der
Messung also einer der Eigenwerte ¢; sein, und S wird in dem
entsprechenden Eigenzustand |g;) des Messgeréts préapariert.
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In diesem Fall sollten wir zunéchst |¢)) nach den |g;) entwickeln:
v) =D _a;jlg) (39)
J

Gemaf der Kopenhagener Interpretation gilt fir das Messinstru-
ment ausschlielich die Klassische Physik. Aber jetzt wollen wir ver-
stehen wie sich das System .S verhdlt wenn es mit einer Umgebung
verschriankt wird, die quantentheoretisch beschrieben wird. Da ist
es niitzlich, einen Blick auf v. Neumann’s Theorie der Messung zu
werfen, in der die Quantentheorie auch fiir das Messinstrument gilt.
In Gleichung (4a) sieht man, wie v. Neumann die Verschrankung
als 1. Aspekt des Messprozesses beschreibt:

|m0> 1. Aspekt
Syl T 2l
Wenn man das mit
(31)
[Yw) = Z Z Cwsr |8) @ |TR)

vergleicht, dann sicht man:

Wenn |s) Eigenfunktionen der Umgebung sind,

dann ist ZCWST =qa, und w, (39) Z ]cWSTIQ = ]a$]2 . (40)
T '

Also sind die Koeffizienten w; in (36) leicht zu finden, wenn es
sich bei der Umgebung um ein Messinstrument handelt. In allen
anderen Fallen muss man sich iiberlegen, welchem Messgerét die
Umgebung dhnelt, und den Zustandsvektor des Systems nach ent-
sprechenden Funktionen entwickeln. Damit erhélt man zumindest
eine akzeptable Naherung fiir die Koeffizienten wy .



ASTROPHYSIKALISCHES INSTITUT NEUNHOF
MITTEILUNG sD91319, JANUAR 2013 21

Da wir unsere gesamte Kenntnis des untersuchten Systems im
Dichteoperator p kodieren, sollten wir in (35) besser (Q), statt
(@), schreiben:

p =25 ws|s)(s]

ws > 0 € R bestimmt
oder erraten entsprech-
end (40).

(@)p =Sp{pQ} mit (41)

5 PVM und POVM

Das Akronym PVM steht fiir (englisch) Projection Valued Measure
= projektions-wertiges Maf}, und das Akronym POVM steht fiir
(englisch) Positive Operator Valued Measure = positives operator-
wertiges Maf}. Weil diese Begriffe in der mehr mathematisch orien-
tierten Literatur hiufig auftauchen, sollen sie im Folgenden kurz
erklart werden.

Wenn der Zustand eines abgeschlossenen Systems durch die
Funktion [¢) beschrieben wird, dann ist der Erwartungswert des
Operators @ gleich

(@ "2 Tr{PQY = S (g l¥) (¥]Qlax) =
F ar(Ylar)

= Zwqu mit wy, = ](qk|1/)>|2 >0. (42a)
k

Wenn der Zustand eines offenen Systems durch den Dichteoperator

p = wilqk) (el

k
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beschrieben wird, dann ist der Erwartungswert des Operators @
gleich

(@) w Tr{pQ} = > wi, {aw|ar) (@ Qlaw) =

kK

Qper Op et

= Zwqu mit wy () Z |kar|2 >0. (42b)
k

T

Der einzige Unterschied von (42b) gegeniiber (42a) besteht darin,
dass der Projektionsoperator Py, durch den Dichteoperator p ersetzt
wurde, wahrend die Resultate identisch sind. In beiden Fallen
geben die Koeflizienten wy, die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass
eine einzelne Messung der Observablen () das Resultat g haben
wird. Wie alle verniinftigen Wahrscheinlichkeiten summieren sich
die wy, zu Eins:

> wy =1 (43)
k

Aber nur die Koeffizienten wj, = |<qk\1/1>|2 des geschlossenen Sys-
tems (42a) kénnen berechnet werden. Die Koeffizienten wy, des
offenen Systems (42b) miissen erraten werden.

Bei der mathematischen Analyse des Systems sind die Werte der
Wahrscheinlichkeiten w;, eventuell interessanter als die Messwerte
qr, - Falls das System abgeschlossen ist und seine Zustandsfunktion
|v) ist, sind die wy, einfach die Erwartungswerte der Projektoren

Py, = lar)(qr! -

(Pydw = (0| Py 90) = (e (gel) "= wy (44)

Dies ist eine Abbildung von der Menge der Zustandsfunktionen i)
auf die reellen Zahlen wy . Als ,, Maf}* wird in der mathematischen
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Terminologie eine verallgemeinerte Form einer Abbildung von einer
Menge auf die reellen Zahlen bezeichnet. In diesem Fall wird die
Abbildung durch die Projektoren F,, spezifiziert. Deshalb wird
(44) als (englisch) projection-valued measure =PVM bezeichnet.

Wie lasst sich das PVM auf offene Quantensysteme verallgemei-
nern? (42a) konnte dadurch zu (42b) verallgemeinert werden, dass
der Projektor Py durch den Dichteoperator p ersetzt wurde. Diese
Methode der Verallgemeinerung kann nicht unmittelbar auf (44)
tibertragen werden, weil die Zustandsfunktion |¢)) des abgeschlosse-
nen Systems ein unverzichtbarer Bestandteil von (44) ist, wiahrend
fiir das offene System keine Zustandsfunktion definiert ist.

Jetzt ist es niitzlich, sich an den in (7) eingefiihrten Identitéats-
oder Einheits-Operator 1 zu erinnern. Er lasst jede Zustandsfunk-
tion, auf die er wirkt, unverdndert, und jede beliebige Zustands-
funktion |¢) ist eine Eigenfunktion des Operators 1 mit dem Eigen-
wert 1:

116) © 1]¢) (45)

Dank dieser Eigenschaft (ndmlich seiner Unabhéngigkeit von den
Zustandsfunktionen |¢)) ist der Identitats-Operator geeignet fiir
die Definition des gesuchten Mafles:

(B|Wklp) = wi. V|9) (46)

Diese Konstruktion funktioniert, wenn die Operatoren Wy, (die wir
mit Grofbuchstaben schreiben, wihrend die Wahrscheinlichkeiten
wy, mit kleinen Buchstaben geschrieben werden) eine Zerlegung

> Wi=1 (47)
k
des Identitats-Operators 1 sind. Denn dann ist

S wile) D 11y E 11g) B S wyle)
k k
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Das Maf (d. h. die Abbildung) (46) von der Menge der beliebigen
(und tatséchlich unbekannten) Zustandsfunktionen |¢) des offenen
Quantensystems auf die reellen Zahlen wy ist positiv (weil alle
wy, > 0 sind), und es ist operator-wertig (weil die Projektoren Py
von (44) zu den Operatoren Wy, verallgemeinert wurden). Folglich
wird (46) als (englisch) positive operator-valued measure = POVM
bezeichnet. Es verallgemeinert das PVM (44), das nur im Fall
geschlossener Systeme anwendbar ist, auf den Fall offener Systeme.

Die Definition des POVM (46) ist natiirlich wichtig fur die
mathematische Analyse des Problems. Hinsichtlich der praktischen
Aufgabe des Physikers, der das Problem nicht nur analysieren
sondern tatsédchlich 16sen — d. h. die Werte w;, finden — will, ist
die Definition der Operatoren Wj, und des POVM (46) allerdings
offensichtlich nutzlos.

Dennoch sagen viele Physiker, dass sie von einer PVM-Beschrei-
bung der Messung zu einer POVM-Beschreibung wechseln, sobald
sie es mit offenen Quantensystemen zu tun haben. Das ist allerdings
nur eine ungenaue Sprechweise. Was sie eigentlich sagen wollen ist,
dass sie von (42a) zu (42b) wechseln, d.h. dass sie ihren Berech-
nungen von Erwartungswerten nicht Zustandsfunktionen sondern
Dichteoperatoren zugrunde legen. Diese Anderung ist in der Tat
notwendig, wenn offene Quantensysteme angemessen behandelt
werden sollen.

6 Dekoharenz

Ein Gemisch ist wegen der undefinierten Phase nicht zur Interferenz
fahig. Weder zur Interferenz mit sich selbst, noch zur Interferenz mit
anderen Zustandsfunktionen. Der Verlust der Interferenzfihigkeit
kommt auch im Verschwinden der Nicht-Diagonalelemente von
Matrizen zum Ausdruck: Wir vergleichen die Matrixdarstellungen
des Projektors Py und des Dichteoperators p in der Basis |s), die
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auch bei der Definition von p in (35) verwendet wurde:

38 .
<P > )= (s |¢><w|s'> ‘=) eacl (48a)
S Zwsn s"1s") = wsbsg (48b)

5” 685// 5 //S/

Die Dichtematrix (48b) hat Diagonalgestalt, alle Nicht-Diagonal-
elemente sind Null. Dagegen sind in der Projektor-Matrix auch die
Nicht-Diagonalelemente in der Regel von Null verschieden.

Die Verschréankung des Systems S mit dem Rest der Welt bewirkt,
dass die effektiven Zustandsfunktionen |x) eine wesentliche Eigen-
schaft der Zustandsfunktionen abgeschlossener Quantensysteme —
namlich die Interferenzféhigkeit — verlieren. Bei der experimentellen
Beobachtung mesoskopischer Objekte (mittelgrofier Molekiile) ist
es moglich, den durch allméhlich zunehmende Kopplung an die Um-
gebung eintretenden allméhlichen Verlust der Interferenzfahigkeit
nachzuweisen, siche z. B. [12].

Mit dem Stichwort ,,allméhlich* ist eine allzu weitgehende Verein-
fachung unserer bisherigen Darstellung angesprochen: Wir haben
am Anfang dieses Artikels ein abgeschlossenes System betrach-
tet, und jetzt ein System im Zustand vollstindiger Verschrankung
mit der Umgebung, in dem sémtliche Nicht-Diagonalelemente der
Dichtematrix (48b) Null sind. Dazwischen gibt es aber noch den
wichtigen Bereich des allméhlichen Ubergangs zwischen diesen Ex-
tremen im Fall mehr oder weniger starker Kopplung zwischen S
und Sk.

Wie schnell stellt sich eigentlich der dekohérente Zustand ein,
wenn ein anfangs abgeschlossenes System der Wechselwirkung mit
der Umgebung ausgesetzt wird? In einer Arbeit [13] von Joos und
Zeh wird versucht, die Geschwindigkeit der Dekohérenz abzuschét-
zen. Dazu betrachten die Autoren ein Quantensystem, das zur Zeit
to, zu der die Wechselwirkung mit der Umgebung eingeschaltet
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wird, mit endlicher Wahrscheinlichkeit an verschiedenen Stellen
x,x’ des dreidimensionalen Ortsraum aufgefunden werden kann.
Wenn dies System der Streuung von elektromagnetischer Strahlung
oder von Gasmolekiilen aus der Umgebung ausgesetzt wird, dann
bewirken diese Streuereignisse ein allméahliches Verschwinden der
Nicht-Diagonalelemente in der Dichtematrix des Systems, d. h. sie
zerstoren die Phasenrelation zwischen den Komponenten der Zu-
standsfunktion des Systems, die an verschiedenen Orten lokalisiert
sind.

An die Stelle der Dichtematrix (48b), deren Komponenten mit
den Basiszustdnden |s) berechnet wurden, tritt in diesem Fall
eine Dichtematrix, deren Komponenten mit den Vektoren |tx) der
zeitabhangigen kontinuierlichen Ortsbasis berechnet werden. Wir
versuchen nicht, die Berechnung von Joos und Zeh nachzuvollziehen,
sondern geben nur ihr Resultat an:

(D) (£) = / da” (tz|ta") (" |t2')
= (p)aw (t0) exp{—(t — to)(@ — ')*A} (49)
0<A~ %k@ v

Es ist plausibel, dass die Dekohérenzrate A proportional zur Ge-
schwindigkeit v der streuenden Teilchen, proportional zum Qua-
drat k? ihrer Wellenzahl, und proportional zu ihrer Anzahl N pro
Volumen V ist. Es ist bemerkenswert, dass die Dekohérenz der
delokalisierten Quantenobjekte sehr schnell, ndmlich exponentiell
mit (¢ — t)(z — x')2A geschieht. Die Dekohirenz-Raten, die Joos
und Zeh [13] fiir verschieden grofie Quantensysteme S bei unter-
schiedlichen Arten und Stérken der Kopplung an die Umgebung
fanden, sind in Tabelle 1 auf der nichsten Seite eingetragen. Man
erkennt, dass die Dekohérenz durch Streuung von Gasmolekiilen
wesentlich effizienter ist, als die Dekohérenz durch Streuung von
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Durchmesser des Systems S | 10000nm  100nm 10 nm
Kosm. Hintergrundstr. 10-8 10720 10726
Raumtemperatur 107° 1072 10~8
Sonnenlicht (auf Erde) 107 103 1071
Luft 1022 101 10
Labor-Vakuum 10° 10° 103

Tabelle 1: Dekohéirenzrate A /(nm~2s~1)

Photonen. Aber selbst wenn die Verschrankung mit der Umgebung
lediglich durch die kosmische Hintergrundstrahlung bewirkt wird,
ist der Effekt fiir makroskopische Objekte signifikant.

Wir betonen, dass durch (49) die Dekohérenz des Quanten-
objekts S beschrieben wird, nicht etwa seine Lokalisierung. Die
verschiedenen Diagonalelemente der Dichtematrix beschreiben un-
terschiedliche Orte x als Positionen des Objekts. Die Werte der
verschiedenen Diagonalelemente werden nicht verédndert, d. h. fiir
alle Diagonalelemente gilt (p)ze(t) 2 (p)2z(to). Nur die Nicht-Dia-
gonalelemente gehen gegen Null. Die Dekohirenz bewirkt keinen
Kollaps des Quantenobjekts S auf einen bestimmten Ort, son-
dern zerstort nur die Interferenzfihigkeit von Komponenten seiner
Zustandsfunktion mit unterschiedlicher Ortskoordinate. Wenn in
einem Doppelspalt-Experiment ein Molekiil, das die Interferen-
zapparatur durchlduft, durch Kopplung an die Umgebung seine
Interferenzfahigkeit verliert, dann wird hinter dem Doppelspalt kei-
ne Interferenzfigur beobachtet. Das bedeutet aber keineswegs, dass
das Molekiil lokalisiert wiare und nur durch einen der beiden Spalte
tritt. Es ist weiterhin, genau so wie im Fall ohne Dekohérenz, iiber
die Fliache der beiden Spalte delokalisiert (die Diagonalelemente
seiner Dichtematrix wurden durch Dekohérenz nicht verdndert),
nur sind die beiden Komponenten seiner Zustandsfunktion, die an
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verschiedenen Spalten lokalisiert sind, anschlieflend nicht mehr zur
Interferenz féhig (die Nicht-Diagonalelemente seiner Dichtematrix
verschwinden aufgrund der Dekohérenz).

Wir beenden diesen Abschnitt mit einem Zitat von Heisenberg.
Im WS 1955/56 hielt Heisenberg die Gifford-Lectures an der Uni-
versitdt St. Andrews in Schottland. In der zehnten Vorlesung, die
unter dem Titel ,, Sprache und Wirklichkeit in der modernen Phy-
sik* stand, bemerkte er [14, Kap. X, S.171-172]:

,» [Im Fall der Quantentheorie| gibt es zunéchst keinen einfachen
Leitfaden, der uns erlaubte, die mathematischen Symbole mit den
Begriffen der gew6hnlichen Sprache zu verkniipfen. Das einzige,
was man zundchst weif}, ist die Tatsache, dafl unsere gewohnlichen
Begriffe auf die Struktur des Atoms nicht angewendet werden kon-
nen. Wieder wiirde man als den naturgegebenen Ausgangspunkt
fir die physikalische Deutung des Formalismus die Tatsache anse-
hen koénnen, dafl das mathematische Schema der Quantenmechanik
dem der klassischen Mechanik sich in Dimensionen annéhert, die
grof} sind verglichen mit der Ausdehnung der Atome. Aber selbst
diese Behauptung kann nur mit einigen Vorbehalten ausgesprochen
werden. Auch in grofien Dimensionen gibt es viele Losungen der
quantentheoretischen Gleichungen, zu denen analoge Losungen im
Gebiet der klassischen Physik nicht gefunden werden konnen. In
solchen quantentheoretischen Losungen wiirde die [.. .| Interferenz
der Wahrscheinlichkeiten in Erscheinung treten, die es in der klas-
sischen Physik gar nicht gibt. Deshalb ist selbst im Grenzfall sehr
grofler Dimensionen die Beziehung zwischen den mathematischen
Symbolen auf der einen, den Messungen und den gewohnlichen Be-
griffen auf der anderen Seite keineswegs trivial. Um zu einer solchen
eindeutigen Beziehung zu gelangen, mufl man noch einen zweiten
Zug des Problems in Betracht ziehen. Man muf3 beriicksichtigen,
dafl das System, das nach den Methoden der Quantenmechanik
behandelt werden soll, in Wirklichkeit Teil eines sehr viel gréfleren
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Systems (evtl. der ganzen Welt) ist. Es steht in Wechselwirkung
mit diesem grofleren System, und wir miissen hinzufiigen, dafl die
mikroskopischen Eigenschaften des grofieren Systems wenigstens
in einem erheblichen Umfang unbekannt sind. Diese Formulierung
beschreibt zweifellos die praktisch vorliegende Situation richtig;
denn das System kdnnte gar nicht der Gegenstand von Messun-
gen und theoretischen Untersuchungen sein, es wiirde tatséachlich
iiberhaupt nicht zur Welt der Erscheinungen gehoren, wenn keine
Wechselwirkung es mit einem grofleren System verbédnde, von dem
der Beobachter ein Teil ist. Die Wechselwirkung mit diesem grofie-
ren System mit seinen weitgehend unbekannten mikroskopischen
Eigenschaften fithrt dann ein neues statistisches Element in die
Beschreibung ein — und zwar sowohl in die quantentheoretische als
auch in die klassische Beschreibung — , das bei dem betrachteten
System beriicksichtigt werden mufl. Im Grenzfall groler Dimensio-
nen zerstort dieses statistische Element die Wirkung der Interferenz
der Wahrscheinlichkeit in einem solchen Mafle, daf} jetzt das quan-
tenmechanische Schema sich wirklich dem der klassische Physik
anndhert. An dieser Stelle kann man daher eine eindeutige Verbin-
dung zwischen den mathematischen Symbolen der Quantentheorie
und den Begriffen der gewohnlichen Sprache herstellen ...

Das Zitat beweist, dass Heisenberg 1955 eine klare Vorstellung
von Ursache und Auswirkung der Dekohérenz hatte. Die Verschrin-
kung des Zustands des untersuchten Quantensystems mit seiner
Umgebung bewirkt den Verlust der Interferenzfahigkeit (das Ver-
schwinden der nicht-Diagonalelemente der Dichtematrix). Aber
es fuhrt nicht zu einem eindeutigen klassischen Zustand, sondern
,,fiihrt ein neues statistisches Element sowohl in die quantentheo-
retische als auch in die klassische Beschreibung ein“: Nicht nur
eines, sondern viele Diagonalelemente der Dichtematrix sind von
Null verschieden, d.h. das Objekt kann im Beispiel (49) an vielen
verschiedenen Stellen im Ortsraum mit endlicher Wahrscheinlich-
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keit aufgefunden werden, wenn man eine Ortsmessung durchfiihrt.
Es handelt sich um eine klassische Wahrscheinlichkeit. Weil die
Interferenzfihigkeit verschwunden ist darf man annehmen, dass
das Objekt irgend einen klassischen, wohlbestimmten Ort hat, man
weifl nur nicht welchen. Fiir so eine klassische Wahrscheinlichkeit
hat die menschliche Sprache Begriffe, anders als fiir die interferenz-
fahige Wahrscheinlichkeitsamplitude der Quantentheorie.

7 Dekoharenz und das ,,Messproblem*

Zuweilen wird behauptet, die Dekohérenz l16se das ,, Messproblem
der Quantentheorie“. Diese Aussage ist nicht korrekt. Um sich das
klarzumachen, kann man den Vorgang einer Messung in v. Neu-
mann’s Modell folgendermafien symbolisieren, siche Abbildung 2:
Zunéchst werden das zu untersuchende System S und das Messgerét
Sy in Kontakt gebracht:

ol L AR S g ) (50)
Zj aj ;) ;

Natiirlich muss S offen gegeniiber S,; sein, denn sonst kénnte
man nichts messen. Aber auch S,, (bei dem es sich gegebenenfalls
z.B. auch um ein menschliches Auge handeln kénnte) wird als
makroskopisches System unvermeidlicherweise offen gegen Sy (den
Rest der Welt) sein, denn es ist unmoglich, beispielsweise die

SW SR
S SIW

Abb.2: Das System Sy, =S+ S, + Sk
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Streuung von Gasmolekiilen oder elektromagnetischer Strahlung
zwischen einem makroskopischen Gegenstand und dem Rest der
Welt vollstandig oder auch nur nidherungsweise vollstandig zu
unterdriicken. Also wird es auch eine Verschrinkung zwischen dem
Zustand des Messgerats und dem Zustand von Sy geben, der vor
der Verschréankung |rg) sei:

|TO> 1. Aspekt 0l s [
35 a5 lay) ;) } S 0yl lmi) b (500

Diese Gesamt-Zustandsfunktion von Sy, = S + Sy, + Sy ist ver-
schrankt, kann also nicht als direktes Produkt von Zustandsfunktio-
nen der Teilsysteme dargestellt werden. Und die effektive Zustands-
funktion des Teilsystems S + S, ist durch Dekohérenz nicht mehr
interferenzfihig. Die Dekohdrenz kann aber nicht den Kollaps er-
setzen, der in (50b) noch nicht stattgefunden hat! Der menschliche
Beobachter liest vom Messgerét einen ganz bestimmten Messwert
qr ab, nicht etwa eine Uberlagerung verschiedener Messwerte g;.
Also kann (50b) nur mit der Everett-Interpretation als angemessen
gelten. Ohne die Everett-Interpretation muss noch die Zustandsre-
duktion

2. Aspek
PRy Jak) ) ) (50¢)

> a; lgg) ) Ir)
J
hinzukommen.

Wenn man die Everett-Interpretation akzeptiert, dann gibt es
kein ,,Messproblem*, das gel6st werden miisste. Denn der Beob-
achter nimmt mit jeder Komponente seines Bewusstseins nur ein
einziges, eindeutiges Messergebnis wahr. Auch wenn man die Ko-
penhagener Deutung verwendet gibt es kein Messproblem, fiir das
eine Losung erforderlich wére, denn dann werden alle Messinstru-
ments von Anfang an klassisch beschrieben. Dekohérenz ist dann
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genau das, was ihr Name besagt: Die interessante Tatsache, dass
es sich bei der aus (50b) = 37, a; |g;) my) [rj) durch Spurbildung
iber Sj; und Sk berechneten effektiven Zustandsfunktion von S
um ein nicht zur Interferenz fihiges Gemisch handelt. Aber die-
se interessante Tatsache 16st nicht das Messproblem der anderen
Interpretationen der Quantentheorie, denn sie bewirkt keinen ,, Kol-
laps® der Zustandsfunktion, d. h. sie erklért nicht den Schritt von
(50b) nach (50c).

8 Die bevorzugte Basis

Wahrend also die Tatsache der Dekohérenz offener Quantensysteme
zur Losung des ,, Messproblems“ (das nur bei einem Teil der Inter-
pretationen der Quantentheorie existiert) nichts beitragt, konnte
mit ihrer Hilfe ein anderer, ebenso lange bekannter réatselhafter
Sachverhalt geklart werden: Das Problem der , bevorzugten Basis®
Damit ist folgendes gemeint.

Es ist von vornherein iiberhaupt nicht klar, warum ein Messgerat
Sy, mit dem die Observable () eines Systems S gemessen wird,
gemafl v. Neumann’s Theorie der Messung mit dem System S zum
Uberlagerungs-Zustand

mo 1. Aspekt
=2 ay|‘ \jS } Z“J lg;) [m;) (51a)
J
kombiniert, und dann mit

2. Aspekt
S alag) bmg) —2AEE ) ) (51b)

auf einen bestimmten Messwert g kollabiert. Kénnte nicht genau
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so gut mit |q;) # |g;) und mit |m) # |m;) eine Verschrankung

|m0> 1. Aspekt
vyl f T 2Gllim) 6
J J
eintreten, und dann per

2. Aspekt
d_ajldf) Imf) === |di) lmj,) (52b)
i

auf den Eigenwert g; # g, einer ganz anderen Observablen Q' # Q
kollabieren? Gewiss, das Messgerdt wurde so konstruiert, dass es
die Grofle @ misst, und nicht eine andere Groie Q’. Aber das ist
eine Aussage im Rahmen der klassischen Physik. Wenn man jedoch
mit v. Neumann das Messgerét als Quantensystem betrachtet, dann
kann man seinen Zustand

m) = 3" by lmg) = 30 ) (53)

mit gleichem Recht nach den Basisfunktionen |m;) (die mit den
Eigenfunktionen |g;) der Observablen @) korrelieren) entwickeln, wie
nach den Basisfunktionen |mj) (die mit den Eigenfunktionen |q})
der Observablen @' korrelieren). Es ist eine klassische Eigenschaft
des Messgerats, nicht irgend eine der quantentheoretisch méglichen
Groflen @', Q", ... zu messen, sondern stabil die bestimmte Grofie
@. Wie bekommt das Gerét diese klassische Eigenschaft?

Um deutlich zu machen, dass dieses Problem auch im Rahmen
der Kopenhagener Interpretation der Quantentheorie relevant ist,
l6sen wir uns vom Begriff Messgerét, und formulieren die Frage noch
etwas allgemeiner: Wie kommt es, dass manche Quantensysteme
stabil und zuverlissig bestimmte klassische Eigenschaften zeigen?
Ein besonders eindrucksvolles Beispiel sind chirale Molekiile. Das
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A

Abb. 3: Energie-Eigenwerte eines chiralen Molekiils

kénnen zum Beispiel organische Molekiile sein, die Tetraeder mit
einem Kohlenstoff-Atom im Zentrum und vier unterschiedlichen Li-
ganden enthalten. Wir nennen den Zustand, in dem ein bestimmtes
chirales und deshalb optisch aktives Molekiil die Polarisationsebene
von Licht im Uhrzeigersinn dreht, |R). Entsprechend bezeichnen
wir den linksdrehenden Zustand als |L). Das rechtsdrehende Mole-
kil ist das Spiegelbild des linksdrehenden Molekiils. Deshalb ist
in der vereinfachten Prinzipskizze von Abbildung 3 die potentielle
Energie des linksdrehenden Molekiils, aufgetragen als Funktion
einer Achse im Ortsraum, das Spiegelbild der potentiellen Energie
des rechtsdrehenden Molekiils.

Wiére unendlich viel Energie erforderlich, um rechts- bzw. links-
drehende Molekiile ineinander umzuwandeln (linke Skizze in Ab-
bildung 3), dann wéren die beiden Potentialmulden vollstandig
voneinander entkoppelt. Die Schréodingergleichungen des rechts-
bzw. linksdrehenden Molekiils wéren dann

Weil Hy die Potentialmulden des links- und rechtsdrehenden Mole-
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kiils nicht verkniipft, gilt
(LI Ho|R) = Eog(LIR) =0
(R| Ho|L) = Fo (RIL) = 0 . (55)

Tatséchlich ist aber nur eine endliche Energie erforderlich, um ein
chirales Molekiil in sein Enantiomer zu iiberfithren. Also hat die
Potentialbarriere zwischen den beiden Energiemulden nur endli-
che Hohe, wie in Abbildung 3 rechts skizziert. Deshalb muss H
durch einen Wechselwirkungsterm Hy, erginzt werden, und die
Schrodingergleichung des chiralen Molekiils lautet

(Ho + Hw) [¢) = E[y) . (56)

|R) und |L) sind keine Eigenzustédnde des Paritdtsoperators P
(der Paritétsoperator invertiert die drei Koordinatenachsen des
Ortsraums). Vielmehr werden |R) und |L) unter der Paritédtstrans-
formation ineinander iiberfithrt. Die Eigenfunktionen des Paritéts-
operators sind dagegen die symmetrischen und antisymmetrischen
Kombinationen von |R) und |L):

P|R) = |L) PIL) = |R)
Pls) = +1s) mit |s) = \/1(|R) + |L)) (572)
Pla) = —1|a) mit o) = \/3(IR) - L)) (57b)

Hier wurde die Normierung

(sls) = (ala) = 3((RIR) % (RIL) + (L|R) + (LIL) ) =1 (58)
<Y 5 5

gewahlt. Aufgrund der Spiegelsymmetrie des Potentials in Abbil-
dung 3 rechts kommutieren der Paritédtsoperator und der Hamil-
tonoperator des chiralen Molekiils.

[P,H] = [P,(Hy+ Hy)] =0 (59)
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Deshalb sind die Eigenfunktionen (57) des Paritatsoperators auch
die Eigenfunktionen von H:

Hls) = Eys) Hla) = E,|a) (60)
Die Energie im antisymmetrischen Zustand ist

(a| H|a) = (a| (Ho + Hw)|a) =

= 3 ( (Bl Ho|R) + (L| Ho|L) — (R| Ho|L) — (L| Hy|R) +

FEo FEo 0 0
+ (R| Hw|R) + (L| Hy|L) — (R| Hy|L) — (L| Hw|R) ) =
Ew Ew AE/2 AE/2
=Ey+ Ew — 3AE . (61a)

Fiir den symmetrischen Zustand findet man auf gleiche Weise die
Energie

(s|H|s) = Ey + Ew + 1AE . (61Db)

Typischerweise ist Ey, negativ und AFE positiv, so dass sich die in
Abbildung 3 blau eingetragenen Energieniveaus ergeben.

Chirale organische Molekiile werden in der Regel in biologischen
Systemen mithilfe von chiralen Enzymen synthetisiert. Sie ent-
stehen deshalb nicht im symmetrischen oder antisymmetrischen
Zustand |s) oder |a), sondern im chiralen Zustand |L) oder |R).
Wir untersuchen mithilfe der Schrédinger-Gleichung die zeitliche
Entwicklung eines chiralen Molekiils, das sich zur Zeit ¢ = 0 im
Zustand |L) befindet:

Y(t) =1t) [L) +r(t)|R) , IP(t=0) =1, [r*(t=0)=0 (62)

8¢_ 7
o - ptY
ol R or _1’

L)

o+ IR) S0 = =~ (Ho + H)(11L) + 7| )
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Indem man diese Gleichung von links mit (L| bzw. mit (R| multi-
pliziert, erhélt man die gekoppelten Gleichungen

gi: (1B + 1B, + 7 AB/2) (63a)
Z:_;(TEOJrrEIHAEﬂ) . (63b)

Durch Einsetzen iiberzeugt man sich davon, dass

I(t)y=C eXp{—z(EO + E))t} cos (tﬁf) (64a)
r(t) = C, exp{—f(E(rl—E,)t} sin (tghE ) (64D)

Cr—ZCI ) |Cl‘2 ‘C ‘2

die Losungen dieser Gleichungen sind, welche mit den Randbe-
dingungen (62) iibereinstimmen. |I|> bzw. |r|? ist die Wahrschein-
lichkeit, das Molekiil in der linksdrehenden bzw. rechtsdrehenden
Konfiguration zu beobachten. Diese Wahrscheinlichkeit oszilliert
mit der Frequenz

AFE (R|Hw|L) _1peV 1

T2 h GHz = 75 (65)

Weil AFE typischerweise von der Grolenordnung 1 peV ist, sollten
die rechts- bzw. linksdrehenden Formen chiraler Molekiile typischer-
weise fiir nicht viel langer als etwa 1 ns stabil sein. Wenn es so wére,
dann wére es eine experimentell iberaus anspruchsvolle Aufgabe,
die optische Aktivitat iberhaupt nachzuweisen. Bekanntlich ist es
aber nicht so. Tatséchlich befinden sich chirale Molekiile, abgesehen
von den allerkleinsten, stabil in der rechts- oder linksdrehenden
Form, und wechseln diese Form iiber Monate und Jahre hinweg
nicht. Warum nicht? Was ist falsch an unserer Berechnung?
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Der Fehler besteht darin, dass wir das chirale Molekiil als ab-
geschlossenes System betrachtet und samtliche Wechselwirkungen
mit der Umgebung ignoriert haben. Wenn man aber im Anfinger-
praktikum die optische Aktivitdt von Zuckermolekiilen in wéassriger
Losung untersucht, dann wechselwirken die Zuckermolekiile stédndig
mit den Wassermolekiilen ihrer Umgebung. Die reine Zustands-
funktion ¢(t) = (62) des chiralen Molekiils wird aufgrund der
Verschriankung mit der Umgebung durch ein Gemisch ersetzt. Der
Erwartungswert des Hamilton-Operators kann fiir dieses Gemisch
leicht berechnet werden, weil der Hilbertraum des Molekiils (soweit
es seine optische Aktivitat betrifft) von nur zwei Vektoren, ndmlich
|L) und |R), aufgespannt wird:

(41)
= Sp{pH} = (L|pH|L) + (R|pH|R)
= (Llp|L){LIH|L) + (L|p|R){R|H|L) +

+ (Rlp|L)(L|H|R) + (R|p|R)(R|H|R)

= puHy + pirHyy + priHye + prr Hyr

(H)p

D (o + o) (Bo+ Bu) + o+ ) o8 (66)
—— —_— 2
= Sp{p} =1 ~0
Wir werden in (75) beweisen, dass die Spur eines Dichteoperators
stets 1 ist. Und wir wissen, dass die Nicht-Diagonalelemente der
Dichtematrix dekohérieren, d.h. gegen Null tendieren. Also ist

die Energie des Molekiils, wenn sein Zustand mit der Umgebung
verschrankt ist:

<H>p ~ Eo + By (67a)

Das ist zu vergleichen mit der Energie des abgeschlossenen Systems:

Hyy D By + By £ 1AE falls p=|s) oder y=|a)  (67h)
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Offensichtlich bewirkt die Verschriankung mit der Umgebung

Verschrankung mit Umgebun
AE g g g

0. (68)

AFE = 0 bedeutet nach (64), dass das Molekil, wenn es anfangs
die links- bzw. rechtsdrehende Konfiguration hat, fiir immer —
oder zumindest sehr lange — in diesem Zustand bleibt. Das liegt
daran, dass die Dekohédrenz in wviel kiirzerer Zeit eintritt als der
1ns, in der nach der Abschitzung (65) das isolierte Molekiil in
die enantiomere Konfiguration wechseln wiirde. In Tabelle 1 auf
Seite 27 wird die Dekohérenzrate eines 10 nm grofien Objekts durch
Streuung von Molekiilen der Raumluft mit 10'*nm=2s~! angegeben.
Wihrend man zur Fixierung der Struktur eines chiralen Molekiils
typischerweise etwa 10x kleinere Objekte als die hier angenommene
Gro6Be von 10 nm zugrunde legen muss, diirfte dies durch die weitaus
groflere Molekiildichte einer wéssrigen Losung gegeniiber Luft mehr
als ausgeglichen werden.

Auch die Struktur anderer, nicht chiraler Molekiile wird durch De-
kohérenz stabilisiert. Und auch mehr oder weniger grole Aggregate
von Molekiilen (sprich Festkorper) verdanken ihre geometrische
Stabilitdt der Verschrankung mit der Umgebung. Die Verschran-
kung bewirkt, dass ein Messgeréit, wenn es einmal in geeigneter
Weise zur Messung der Observablen ) gebaut wurde, diese Struk-
tur dauerhaft beibehélt, und nicht unversehens zu einem Messgerét
anderer Observabler @', Q”, ... mutiert.

Dieser Effekt lauft der Intuition vollig zuwider! Anschaulich hét-
te man vermutet, dass ein Molekiil oder ein Festkorper, dessen
genaue Form dauerhaft unverdndert erhalten werden soll, gegen
»otorungen® aus der Umgebung moglichst perfekt abgeschirmt wer-
den sollte. Aber das genaue Gegenteil ist der Fall: Es sind gerade
die stdndigen, unkontrollierbaren Wechselwirkungen mit der Um-
gebung, welche die Unverédnderlichkeit der geometrischen Form des
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Objekts garantieren. Grofle Molekiile, und erst recht makroskopi-
sche Festkorper, werden in Eigenzustdanden des Ortsoperators stabi-
lisiert, weil diese Zustinde weniger robust gegen Verschrankung mit
der Umgebung sind als die Eigenzustédnde des Paritatsoperators
und des Hamiltonoperators.

In diesem Sinn wird zu Recht manchmal gesagt, dass die De-
kohérenz das ,,Erscheinen der klassischen Welt aus der Quanten-
welt* erklidren kann. Die Verschrankung mit der Umgebung macht
aus diffus wabernden quantentheoretischen Nebelschwaden auf
verbliiffende, und doch verstehbare Weise formstabile klassische
Korper.

9 Weitere Eigenschaften des Dichteoperators

Der Dichteoperator teilt viele Eigenschaften mit Projektoren. We-
gen

(o))" = ()" (1)) " = py{al (69)

ist der Dichteoperator genauso wie jeder Projektor hermitesch, denn
er ist gleich seinem transponierten konjugiert-komplexen. Also sind
alle Eigenwerte von Projektoren und Dichteoperatoren reell. Ein
Projektor hat nur eine Eigenfunktion, ndmlich den Zustandsvektor,
auf den er projiziert. Der Eigenwert zu dieser Eigenfunktion ist 1:

Polu) = ) (1) = 110) (70)
1

Samtliche Vektoren |s) jeder beliebigen Basis sind Eigenfunktionen
des Dichteoperators mit Eigenwert wsy:

p|S> :zs;ws’|5/>i§|’3->/:ws‘s> (71)

Ss
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Der Erwartungswert eines Projektors ist in jedem beliebigen Zu-
stand > 0, was als ,,nicht-negativ definit“ bezeichnet wird:

(BIPyl6) = (1) (19) = (@) > 0 (72)
Fiir den Dichteoperator gilt das gleiche:
(@lplo) = Zws (ls) Zws sl)?>0  (73)
Die Spur eines Projektors ist
Sp{Py} = Sp{lw)wl} ‘= wlw) = 1. (74)

Dass fiir den Dichteoperator das gleiche gilt, zeigen wir in zwei
Schritten.

Sp{p} = was Sp{|s)<s[} =) Zws (s|s) = Zws (75a)

S

Jetzt setzen wir voraus, dass der Vektor [¢y,) auf 1 normiert ist,
so dass

30 . 35
1= Wwltw) @33 e ewns DY w,  (75b)
S T S

gilt. Wenn einer der Koeffizienten w; gleich Eins ist, dann entartet
p zu einem Projektor:

w =1 ws =0Vs #k (76)

Denn dann ist p idempotent, was die definierende Eigenschaft eines
Projektors ist:

o = 1K) Gklk) (k| = k) (] = p (77)
1
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Falls jedoch mindestens zwei Koeffizienten ws von Null verschieden
sind, dann sind alle wgs < 1. In diesem Fall ist der Dichteoperator
kein Projektor, weil er nicht idempotent ist:

pp—ZZwsws 3\3' s\—Zw (s| #p (78)

/ < Ws

S S

Wenn die Eigenfunktionen |s) des Dichteoperators zeitabhéngig
sind, dann ist seine partielle Ableitung nach der Zeit

o = (G el + 1 ) (79)

Die Schrédingergleichung und ihre adjungierte Gleichung lauten

dls) (s
ot ot

Damit erhilt man

zws( H]s)) (s| + |s) (sl H) )
—zh@( s) (sl + ) H (s| +

+mwﬂ—bwwoz—gﬂd, (31)

ih 50— H|s) ~in 2% s\ (80)

bzw. im Fall eines Projektors

0P, 7
T;:—%[H,Pd,] : (82)

Man vergleiche das mit der Zeitableitung eines Operators @ im
Heisenberg-Bild:
dQ(t) i 9Q(t)
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Der letzte Summand ist Null, wenn die Observable Q(¢) nur ka-
nonisch, aber nicht explizit zeitabhingig ist. Offenbar gilt fiir
Dichteoperatoren und Projektoren

dp _dPy

- 0 84
dt dt ’ (84)

da sich die kanonische und die explizite Zeitabhéngigkeit dieser
Operatoren genau kompensieren.

Obwohl sie hermitesche Operatoren sind, sind Projektoren und
Dichteoperatoren keine Observablen. Denn es gibt kein Messgerit,
das als Resultat einer Messung den Eigenwert 1 eines Projektors
oder den Eigenwert wy, eines Dichteoperators anzeigt, und zugleich
das System S im Eigenzustand [¢) des Projektors bzw. |k) des
Dichteoperators préapariert.
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