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Zeitdilatation beschleunigter Uhren

Die Definitionen von Eigenzeit und Eigenldnge in der Allgemei-
nen Relativitdtstheorie werden beschrieben. Fiir das Beispiel von
Uhren und Mafistdben, die in einem rotierenden Bezugssystem
ruhen, also gegeniiber Inertialsystemen beschleunigt sind, werden
die Zeitdilatation und die Langenkontraktion explizit berechnet.
Experimentelle Tests dieser Zeitdilatation werden diskutiert, insbe-
sondere die Untersuchung der Zerfallszeit beschleunigter Myonen.
Zur Illustration des Aquivalenzprinzips wird gezeigt, dass die all-
gemein-relativistische Bewegungsgleichung von Objekten, die in
einem rotierenden Bezugssystem in Ruhe sind, sich auf Newtons
Bewegungsgleichung der gleichen Objekte reduziert, die in einem
Inertialsystem ruhen und einem Gravitationsfeld ausgesetzt sind.
Der Artikel schliefit mit einigen Anmerkungen zum Unterschied
zwischen realen und idealen Uhren, und der ,, Uhren-Hypothese*.

1. Koordinaten-Diffeomorphismen

In der flachen Minkowski-Raum-Zeit bepflastern wir den dreidi-
mensionalen Ortsraum mit einem dreidimensionalen rechtwinkligen
Gitter von Bezugsmarken, und ordnen jeder Marke kartesische
Koordinaten z', 22, 3 zu. Die Werte der z° sind fiir jede Marke
konstant, d.h. die Marken sind in dem Koordinatensystem, das sie
definieren, in Ruhe.

Jetzt dehnen und/oder komprimieren und/oder verdrehen und/
oder rotieren wir das Gitter der Marken lokal und/oder global, und/
oder benennen die Marken um, wechseln z. B. von kartesischen
Koordinaten zu Kugelkoordinaten oder irgendwelchen anderen
Koordinaten. Alle Bewegungen und Umbenennungen der Marken
unterliegen der einschrdnkenden Bedingung, dass die Abbildung
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des anfénglichen Gitters auf das deformierte und/oder umbenannte
Gitter differenzierbar und umkehrbar (d.h. bijektiv) sein muss,
und dass die inverse Abbildung ebenfalls differenzierbar sein muss.
Wenn die Verschiebungen und Umbenennungen der Marken diesen
Bedingungen entsprechen, dann wird die Abbildung vom urspriing-
lichen auf das gednderte Koordinatensystem als Diffeomorphismus
bezeichnet. Die Bedingung, dass die Abbildungen invertierbar und
differenzierbar sein miissen, garantiert dass das neue Koordinaten-
gitter ,,glatt“ und frei von Singularitéten ist.

Wir lassen auch zeitabhédngige Diffeomorphismen zu. Solche
zeitabhéngigen Diffeomorphismen werden durch die Zeit ¢ para-
metrisiert, die eine Uhr anzeigt welche sich im urspriinglichen
kartesischen Koordinatensystem mit flacher Minkowski-Metrik, auf
dem der Diffeomorphismus definiert wird, in Ruhe befindet.

2. Eigen-Zeit und Eigen-Lange

An allen Bezugsmarken werden Standarduhren befestigt, die per
Definition die Eigenzeit 7 an diesen Raumpunkten anzeigen. In
Abschnitt 6 werden wir spezifizieren, was eine Uhr zur Standarduhr
qualifiziert.

Im urspriinglichen flachen Minkowski-Raum ist die Eigenzeit aller
Bezugsmarken identisch, und gleich der Koordinatenzeit t = 2°/c
des inertialen kartesischen Koordinatensystems, wobei ¢ die Ge-
schwindigkeit des Lichts im Vakuum ist. Nach dem Diffeomor-
phismus wird das Tempo, mit dem die Eigenzeit vergeht, durch
die beiden unten angegebenen Bedingungen (2) und (4) bestimmt.
Die Eigenzeit wird auch weiterhin an jedem beliebigen Punkt im
Raum von den Standarduhren angezeigt, die an den Bezugsmar-
ken befestigt sind. Sie kann aber nun an verschiedenen Punkten
im Raum unterschiedlich sein. Und die Eigenzeit 7 kann von der
Koordinatenzeit ¢t = 2°/c abweichen. AuBerdem kénnen die Koordi-
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natenzeiten unterschiedlicher Koordinatensysteme unterschiedlich
schnell vergehen. Der Zusammenhang zwischen Koordinatenzeit ¢
und Eigenzeit 7 wird gleich in (3) klargestellt. ¢ wird als Natur-
konstante betrachtet, die zu jeder Zeit und tiiberall im Raum den
gleichen Wert hat.

Wir legen fest, dass im Folgenden griechische Raum-Zeit Indizes

W, v, p, ... automatisch iiber 0,1, 2,3 zu summieren sind, wenn sie
in einem Produkt doppelt vorkommen. Lateinische Raumindizes
1,7, k, ... sind automatisch iiber 1, 2,3 zu summieren, wenn sie in

einem Produkt doppelt vorkommen.
Vor dem Diffeomorphismus (d. h. im flachen Minkowski-Raum)
ist die Metrik an jeder Bezugsmarke

(9) = (M) = diagonal(1, —1,—1,-1) . (1)

Nach dem Diffeomorphismus wird die Metrik g, (x) in der Weise
definiert, dass fiir das Linienelement gilt:

ds? = g dat dz” = ds?  gilt an jeder Bezugsmarke.  (2)
vor Diffeomorphismus

nach Diffeomorphismus

ds ist das (unter Diffeomorphismen invariante) Differential einer
vierdimensionalen Linge in der Raum-Zeit. Eine Standard-Uhr,
deren rdumliche Koordinaten konstant sind (d.h. die an einem
Punkt des Raumes in Ruhe ist), zeigt per Definition die Eigenzeit
an diesem Punkt des Raumes an. Thr Linienelement ist

falls dz' =dz?=dz® =0 :

ds? & goo(dz®)? = ggoc? dt? = *dr? . (3a)

In einem anderen Koordinatensystem, in dem sich die gleiche Uhr
bewegt, wird die Relation zwischen der Eigenzeit 7 der bewegten
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Uhr (d. h. der Zeit, die diese Uhr anzeigt,) und der Koordinatenzeit
t zu

ds® = 2dr? (2 oy da*dz? =

= gooc® dt® + 2gpicdt da’ + Gij dzda? . (3b)

Die Metrik wird durch (2) nicht eindeutig festgelegt. Als weitere
Randbedingung (durch welche die Metrik immer noch nicht ein-
deutig festgelegt wird) verlangen wir, dass das Linienelement eines
Lichtsignals im Vakuum Null ist:

Lichtsignal : ds? = G dat dz” =
= gooc? dt® + 2ggicdtda’ + 9ij datda’ =0 (4)

Folglich gilt d72)0 fiir eine Uhr, die sich mit der Geschwindigkeit
des Lichts im Vakuum bewegt. Das ist allerdings ein rein theoreti-
sches Resultat, da keine Uhr auf diese Geschwindigkeit beschleunigt
werden kann.

In Anlehnung an Cook [1] definieren wir das Differential d¢
der Eigenldnge mithilfe des Differentials der Eigenzeit und der
Konstanten c:

dl =cdr (ba)

Um d/ bei einer Bezugsmarke F' praktisch zu implementieren, wird
in beliebiger Richtung von F ein Spiegel M aufgestellt. Dann lassen
wir ein Lichtsignal von F' nach M und zuriick nach F' laufen. Der
Spiegel wird so lange verschoben, bis die Zeit zwischen Emission
und Absorption des Lichtsignals beim Punkt F', gemessen mit der
bei I befestigten Standard-Uhr, gleich

2 x (Abstand FM) 2d/
c c

2dr =

(5b)



ASTROPHYSIKALISCHES INSTITUT NEUNHOF
MITTEILUNG sD07117, FEBRUAR 2016 5

ist. Durch (5) wird d¢ mithilfe eines Lichtsignals bestimmt, dessen
invariantes Raum-Zeit Linienelement Null ist:

Lichtsignal: ~ ds? ® Guv dat da” Wo® 2q:2 —qe2 (6)

Dies ist eine quadratische Gleichung fiir dt = d2/c, siehe (4). Sie
hat die Losungen

da® = — % qa 4 \/QOiQOj daidai — 99 quidai | (7)

goo 980 goo

Wenn man diesen Ausdruck in (5b) einsetzt, erhélt man fiir den
Hinweg des Signals von F' nach M und fiir den Riickweg des
reflektierten Signals von M nach F' den gleichen Ausdruck, aber
die Vorzeichen der dz’ wechseln. Also ist die gesamte Laufzeit des
Signals von F' nach M und zuriick nach F', gemessen mit der bei
F befestigten Standarduhr, gleich

2dr7 = totale Laufzeit des Lichtsignals =

) VI (439, + dayp) D +\/(g° K0 gij) daidad . (8)
c c goo

Wir haben uns fiir die positive Wurzel entschieden, aus dem physi-
kalischen Grund dass d7 > 0 sein soll. Man beachte dass wir andere
Vorzeichen als Cook [1] erhalten, weil Cook die Minkowski-Metrik
mit Triple-Plus Konvention verwendet, wir aber die Triple-Minus
Konvention anwenden. Dadurch erhalten wir verniinftigerweise im
Fall von Minkowski-Metrik d7 € R.

Durch Einsetzen von (8) in (6) erhéilt man das Differential

dr = \/_ (gij _ Y0igo;
goo

der Eigenlange. (8) ist lediglich die Laufzeit des Lichtsignals. Der
allgemeine Ausdruck fiir das Differential der Eigenzeit ist

) dzidad (9a)
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2g0; ) i ) )

ar 2 \/goodt2 + 2% gt + % dgi dad
. C C (gb)

(32) Voo dt falls dat =da? =da®=0.

Diese Formeln fiir die Eigenlinge und die Eigenzeit gelten in belie-
bigen Koordinatensystemen mit beliebig gekriimmter Raum-Zeit,
vorausgesetzt dass die Abbildung von den kartesischen Koordinaten
in der flachen Minkowski-Raum-Zeit auf die neuen Koordinaten in
beliebig gekrimmter Raum-Zeit ein Diffeomorphismus ist.

Wenn sich zwei Ereignisse A und B auf der Weltlinie der gleichen
Uhr ereignen, dann ist das Intervall 7(B) — 7(A) der Eigenzeit,
gemessen mit dieser Uhr, gleich

7(B) — 7(A) = / dr . (10)
Weg AB

Das Wegintegral ist entlang der Weltlinie der Uhr zu berechnen,
mit d7 entsprechend (9b). Man beachte, dass das Intervall der
Eigenzeit vom Weg der Uhr abhéngig ist. Beide Ereignisse A und
B konnten auch auf der Weltlinie einer anderen Uhr liegen, und
die Weltlinien der beiden Uhren zwischen den Ereignissen kénnten
unterschiedlich sein. Dann wére das Intervall 7(B) — 7(A) der
Eigenzeit dieser beiden Uhren moglicherweise verschieden. (Man
erinnere sich an das wohlbekannte , Zwillingsparadox*.)

Das Intervall der Eigenlange zwischen zwei Raumpunkten F' und
M ist gegeben durch das Wegintegral

1
zFM:2< /d£+ /de ): /dﬂ (11)
Weg FM Weg M F Weg FM

entlang der Weltlinie eines Lichtsignals, das von F' nach G ge-
sendet und nach F zurlickgespiegelt wird, mit df entsprechend
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(9a). Man beachte dass in der Definition (5) angenommen wird,
dass das gespiegelte Lichtsignal auf seinem Weg zuriick von M
nach F' an jedem Punkt des Weges die gleiche unverdnderte lokale
Metrik g, (x) vorfindet, die an dieser Stelle auch schon auf dem
Hinweg des Signals von F' nach M bestand. Deshalb konnten die
beiden Linienintegrale in (11) zu einem zusammengefasst werden.
Aus dem gleichen Grund ist der Begriff ,, Eigenlédnge® auf solche
Raumintervalle beschriankt, in denen sich die Metrik wahrend des
Hin- und Riickwegs des Lichtsignals nicht merklich verdndert. Fiir
den Begriff |, Eigenzeit“ gibt es keine derartige Beschréankung.

Man beachte auflerdem, dass der Begriff Eigenldnge mehrdeutig
ist, falls mehrere verschiedene mogliche Wege fiir das Lichtsignal
bestehen, beispielsweise wenn es zwischen F' und M ,, Gravitations-
linsen* gibt. In dem Fall ist der Begriff | Intervall der Eigenlénge
zwischen F und M* nur definiert, wenn man die Weltlinie des
Lichtsignals zwischen F und M spezifiziert, genau so wie der Be-
griff , Intervall der Eigenzeit zwischen A und B“ nur dann definiert
ist, wenn die Weltlinie der Uhr spezifiziert wird, die sich von A
nach B bewegt.

3. Ein rotierendes Bezugssystem

Als Anwendung von (9) definieren wir im flachen Minkowski-Raum
ein Inertialsystem mit Zylinderkoordinaten (ctr, pr, 0, z1). AuBer-
dem definieren wir ein rotierendes Bezugssystem (also kein Iner-
tialsystem) mit den Zylinderkoordinaten (ctg, pgr,0r, zg) in der
Weise, dass

t=tr=1p
P =PI =PR
0y =0r + wt

zZ=2zr=2R (12)
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gilt. Der einzige Unterschied zwischen den beiden Bezugssystemen
ist also, dass die Achse 8r = 0 gegentiber der Achse 6; = 0 mit der
Winkelgeschwindigkeit w in der Ebene z = 0 rotiert. Das invariante
Linienelement wird in diesen beiden Bezugssystemen zu

ds? = 2 dt? — dp? — p*de? — d2? (13a)
= c2dt? —dp? — (p*db% + 2pwdt pdbg + p*w? dt?) — d 22

2,2

2

= (1_p(;) )czdtz—ﬂcdtdeR—
c c

—dp? — p*de% —d2? . (13b)

Die von Null verschiedenen Elemente der Metrischen Tensoren sind

groo=1, g1 =-1, gro2 =-1, gr33 =—1 (14a)
groo = 1 — p*w?/c® |, gri1 = —1, grao = —1,
gr33 = —1, gro2 = groo = —pw/c . (14b)

Wir haben darauf geachtet, dass alle Komponenten des Metrischen
Tensors dimensionslos sind. Deshalb haben wir pd#, aber nicht d#,
als eine Komponente von ds mit der korrekten Dimension [Lénge]
identifiziert.

Die Metrik (gr,.,) des inertialen Koordinatensystems heifit ,, Zeit-
orthogonal®, weil alle gro; Null sind. Die Metrik (gru,) des nicht-
inertialen rotierenden Systems heifit ,,nicht Zeit-orthogonal* oder
»asynchron®, weil einige gro; # 0 sind. In einem Zeit-orthogonalen
System kann eine globale Zeit definiert werden, und man kann fiir
zwei beliebige Ereignisse eindeutig feststellen ob sie gleichzeitig
geschehen, oder nicht. Unterschiedliche Zeit-orthogonale Systeme
werden allerdings im Allgemeinen die Frage der Gleichzeitigkeit der
gleichen beiden Ereignisse unterschiedlich beantworten. Dagegen
kann in einem asynchronen System die Frage der Gleichzeitigkeit
zweier Ereignisse, die an unterschiedlichen Orten geschehen, nicht
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eindeutig beantwortet werden (nicht einmal im Rahmen dieses
einzelnen Koordinatensystems!), weil es unméglich ist, in derartigen
Systemen eine globale Zeit eindeutig zu definieren.

Durch Einsetzen von (14) in (9a) und (9b) erhdlt man

ae, dp? + p? A0} + d2?| i (15a)
drp 2 dp?+ (1- 2‘”2)_1 2d9%+dz2r/z (15b)
ar 2T ar? % dp? ” a2 — L dzﬂl/2 (15¢)
drp (EE) [(

1/2
2 2 2
fcﬁdpfcﬁdQRf?dZ} . (15d)
Falls nur Langen mit konstantem p und konstantem z gemessen
werden, und falls die Uhren in den jeweiligen Koordinatensystemen

in Ruhe sind, vereinfacht sich dies Ergebnis zu

(15a)

dl; =" pdo; falls dp=dz=0 (15e)
2002\ —1/2

dep = (1~ pc"; ) pdos falls dp=dz=0 (15f)

drr B qs falls dp=df; =dz=0 (15g)

d7gr (1:5(1) {1

1/2
—pw?/c| Tdt falls dp=dfg =dz=0. (15h)
n (15f) und (15h) erkennt man die wohlbekannten Phdnomene
der Kontraktion eines bewegten Mafistabs und die Dilatation einer

bewegten Uhr. Da pw = v gerade die (ortsabhéngige!) relative
Geschwindigkeit v der beiden Koordinatensysteme ist, werden die
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Zeitdilatation und die Langenkontraktion durch den Lorentzfaktor

y=(1- Z;)_W (16)

bestimmt.
Eine Uhr, die im rotierenden Koordinatensystem in Ruhe ist,
wird im Inertialsystem mit

a=v*/p=pw? (17)

beschleunigt, und ihre Geschwindigkeit ist im Inertialsystem v =
pw. Man beachte die bemerkenswerte Tatsache, dass die Zeitdila-
tation (15h) und die Langenkontraktion (15f) genau die gleichen
Werte haben wiirden, wenn das zweite Koordinatensystem nicht
rotieren wiirde, sondern ein zweites Inertialsystem wére, das sich
linear mit der Geschwindigkeit v relativ zum ersten Inertialsystem
bewegt. Dies Ergebnis ist eine Folge unserer Annahme, dass die
Zeit mit ,,Standarduhren“ gemessen wird, die unten in Abschnitt 6
spezifiziert werden.

4. Das Aquivalenzprinzip

In einem hinreichend kleinen Labor kann man (ohne aus dem
Fenster zu schauen) unméglich herausfinden, ob ein im Labor beob-
achtetes Gravitationsfeld durch eine Massekonzentration auflerhalb
des Labors erzeugt wird, oder durch mechanische Beschleunigung
des Labors in einer Gegend des Weltraums ohne merkliche Gravita-
tion, egal welche Art von Messung oder physikalischem Experiment
man durchfihrt.
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Einsteins Aquivalenzprinzip [2] :

Alle Naturgesetze sind identisch in einem inertialen Be-
zugssystem in einem homogenen Gravitationsfeld mit der
gravitativen Beschleunigung g, und in einem Bezugssys-
tem, das in einem Raumbereich ohne merkliche Gravita-
tion mechanisch mit a = —g beschleunigt wird.

(18)

Man beachte: Das Aquivalenzprinzip besagt, dass die Metrik (14b)
des rotierenden Bezugssystem, die durch die Beschleunigung pw? =
v?/p in einem Raumbereich ohne signifikante Gravitation erzeugt
wird (mittlere Skizze in Abb. 1), genau so gut als gravitativer Effekt
in einem inertialen Bezugssystem erklart werden konnte (linke
Skizze in Abb. 1). Es besagt aber nicht, dass es eine zusdtzliche
Modifikation dieser Metrik durch einen dquivalenten gravitativen
Effekt gibt.

Wir wollen uns jetzt davon iiberzeugen, dass sich die Bewegungs-

<

Abb. 1: Einsteins Aquivalenzprinzip: Wenn die Beschleunigungen
g = pw? = a gleich sind, dann erhalten die drei Physiker genau
die gleichen Resultate fiir den freien Fall, und fiir jedes belie-
bige andere physikalische Experiment, das sie in ihren kleinen
Laboratorien durchfiihren.
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gleichung der ART

dQJC"€ . dzt dz”
dr2 W dr dr
0o agua agyu)

(19)

e =2
i 2 (837“ oxv o0x°

eines kleinen massiven Objekts, d.h. eines Objekts das die Raum-
Zeit-Metrik an seiner Position x nicht wesentlich beeinflusst, tat-
séchlich auf Newtons Bewegungsgleichung

d?a? 0P

A = ow (20)
desselben kleinen Objektes in einem Inertialsystem reduziert, wenn
die gekriimmte Metrik g,,, () von (19) durch das dquivalente Gravi-
tationsfeld mit Potential ®(x) in einem flachen Raum mit Minkow-
ski-Metrik 7, ersetzt wird. Dabei folgen wir in etwa der Darstellung
von FlieSbach [3, Kap. 11].

FEinfachheitshalber nehmen wir ein statisches Gravitationsfeld

an:

od OGvo

— =0 <=

ot OxY
Mit dieser Annahme vereinfacht sich die allgemein relativistische
Bewegungsgleichung (19) zu

=0 (21)

d?z"” (19) g" 0gpo da® da®
dr2 — 2 9x7 dr dr
( 08900 HJOLO?' B g”j 8glo)dxod$1
ox’ oxd/ dr dr
B 7(8916', 39@ 8gﬂ)dx da’ .
2 \ oxt oxi  dx°/) dr dr

(22)
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Newtons Theorie ist im Fall schwacher Gravitationsfelder eine gute
Néherung. Also nehmen wir an, dass im Fall schwacher Felder die
Metrik (g,,) nur wenig von der Minkowski-Metrik (1,,) abweicht:

h,uy =9uw — Nuv ‘huu‘ <1 (23)

AuBlerdem benutzen wir Bezugssysteme, in denen die Geschwindig-
keit des Testobjekts gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit sehr klein
ist:

da’ daz

i <<FNC falls v < ¢ (24)

Deshalb konnen wir alle kleinen Terme
dat dad Ohyy da? Ohuy
- - [ p—l 2
O<d7’ dT> ’ O( oxk dT) ’ O< P 8xk) (25)

vernachlédssigen, und erhalten in dieser Ndherung die Bewegungs-
gleichung

d2 0 (22)
d’7'2 (26&)
2,0 (22) 1 04,0 2
o' @) _10hodalda? - Ok g
dr2 2 0r' dr dr 2 0xt
Aus dieser Gleichung schlieflen wir
dt
— =~ konstant = 1 (27a)
dr
d2l’i c? Ohgo (20) 0P
— - - 27b
dt? 2 O Ozl (27b)
Auf diese Weise ergibt sich Newtons Resultat mit
23 27 29 2
goo(@) Z oo + hoo@) Z ( ) falls u <1. (28)
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Im Fall des rotierenden Bezugssystems ohne Gravitationsfeld gilt

14b)
goo(a) "2 1 - pRu?/e? (29)
Also sind die beiden Systeme tatséchlich dquivalent, wie vom
Aquivalenzprinzip behauptet, falls

2,,2 2

—B(z) = —d(p) =+~ 5 = +% <. (30)

Die Zeitdilatation einer Uhr, die im rotierenden System ohne
Gravitationsfeld ruht, ist

drp L gos dt /1 - \/1—?2 dt . (31)

Folglich ist das Differential der Eigenzeit, gemessen mit einer Uhr,
die in einem Inertialsystem mit dem dquivalenten Gravitationsfeld

ruht, gleich
28) / 20

20|

falls dz! = dz? = dz® = 0 und 2 <1.

Wegen @ < 0 geht eine Uhr im Gravitationsfeld langsamer als im
gravitationsfreien Raum.

An der Oberfliche typischer Himmelskérper hat [2®|/c? folgende
Werte:

1.4-107% Erde

20| 4-107% Sonne

2 3-107% Weiler Zwerg
3-10~! Neutronenstern

(33)
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Demnach ist (28) in unserem Sonnensystem eine ausgezeichnete
Néherung, eine ziemlich gute Naherung an der Oberfliche Weifler
Zerge, und immer noch eine niitzliche grobe Naherung an der
Oberfldche von Neutronensternen. (28) ist jedoch natiirlich vollig
ungeeignet zur Beschreibung Schwarzer Locher.

5. Experimentelle Ergebnisse

Man kann die Zerfallsrate von Myonen als Uhr betrachten. Tat-
sichlich wurde die Beobachtung der gegeniiber ruhenden Myonen
signifikant verldngerten Lebensdauer von Myonen mit hoher linea-
rer Geschwindigkeit [4] als experimentelle Bestitigung des Effekts
der speziell-relativistischen Zeitdilatation interpretiert.

Die Zerfallsrate von Myonen wurde auch genutzt, um experi-
mentell die Zeitdilatation von Uhren zu iiberpriifen, die in einem
beschleunigten Bezugssystem ruhen: In den Myon-Speicherringen
am CERN [5] und in Brookhaven [6] wurden Myonen mit der

Energie = 3.1 GeV (34a)

in Ringen mit 14 m Durchmesser gespeichert. Im System der Labor-
koordinaten, das in guter Naherung als Inertialsystem betrachtet
werden kann, war der Lorentzfaktor dieser Myonen also

3.1 GeV

v2\—1/2
7T 105.7 MeV ) ’ (34b)

:29.3:(1—;2

ihre Geschwindigkeit war

20.32 -1
’U:CHW =0.9994c , (34c¢)
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und die vom Magnetfeld des Rings erzeugte Lorentzkraft beschleu-
nigte sie radial mit

2

v
= ~1.3-10'
*=7

m
m s2

(34d)

Die von der ART vorhergesagte Zeitdilatation, die die Lebensdau-
er der Myonen von 2.198 us auf 64.44 pus = - 2.198 us verlangert,
wurde mit einer Genauigkeit von 0.1 % bestétigt:

(15h) p2w? B v2
dr, -y = 1i-5 A @39)
—_———

9
1/29.3

2.

H
o

=
o0
(@)}
=~
o
=

=
®

Die ART behauptet, dass Uhren im Gravitationsfeld langsamer
gehen, siehe [2, §3] und unser Resultat (32). Dies Resultat wurde
seit den siebziger Jahren experimentell bestatigt [7], und heutzutage
wird es jeden Tag durch das Global Positioning System bestétigt [8].

Das Aquivalenzprinzip (18) besagt, dass die Zeitdilatation (35)
lokal ebenso gut als der Effekt (32) eines Gravitationsfeldes erklért
werden kann, d. h. dies ist eine mogliche alternative Erklarung der
beobachteten Zeitdilatation. Das Aquivalenzprinzip sagt jedoch
nicht, dass es irgend eine Zeitdilatation zusdtzlich zu (35) gibt.

6. Ideale und Reale Uhren: Die ,,Uhren-Hypothese*

Die von der ART vorhergesagte Zeitdilatation von Uhren, die in
einem rotierenden Bezugssystem ruhen, wurde durch das Myon-
Experiment bestétigt, siche (35). Dabei gibt es jedoch ein Problem:
Wie kann man sicher sein, dass die Beschleunigung nicht die Funkti-
on der beschleunigten Uhr beeintrichtigt? Um das Problem besser
zu verstehen, ersetzen wir die Myonen durch eine Pendeluhr, die
aus einer Masse M besteht, die an einem diinnen Faden mit Lénge
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L und Masse m,, aufgehéngt ist. Das andere Ende des Fadens ist
an einem Fixpunkt im rotierenden System befestigt. Aus der Sicht
eines mitbewegten Beobachters, der im rotierenden System ruht,
hat das Pendel die Schwingungsdauer

L
T =2my/= falls m, < M , mit a = pw? . (36)
\ a

Wenn der mitbewegte Beobachter in einem Labor der Gréfle < p
eingeschlossen ist, kann er die Beschleunigung a als Gravitationsbe-
schleunigung g interpretieren. Ein anderer Beobachter, der in einem
Inertialsystem ruht, wird die Zeitdilatation (15h) der rotierenden
Uhr wahrnehmen.

Wenn man jetzt versucht, die Formel (15h) durch Variation von
w systematisch zu {iberpriifen, dann steht man vor einem Problem:
Mit zunehmender Rotationsfrequenz wird auch die Lange L des
Fadens zunehmen (weil der Elastizitdtsmodul jedes realen Materials
endlich ist), und folglich wird sich die Eigenfrequenz der Pendeluhr
andern. Und bei weiter gesteigerter Rotationsgeschwindigkeit wird
der Faden des Pendels schliefflich reiflen, so dass iiberhaupt keine
Zeitmessung mehr mit dieser Uhr moglich ist. Deshalb kann (15h)
nur ndherungsweise bei kleiner Rotationsgeschwindigkeit iberpriift
werden, wenn man eine Pendeluhr zu diesem Zweck verwendet.

Natiirlich gibt es andere Arten von Uhren, die sich besser zur
Priifung von (15h) eignen. Aber alle werden in irgend einer Wei-
se durch die Beschleunigung beeinflusst, sind also keine idealen
Uhren. Selbst die Zerfallsrate von Myonen, die in Abschnitt 5 dis-
kutiert wurde, ist keine ideale Uhr. Loreket. al. [9] haben darauf
hingewiesen, dass feldtheoretische Effekte wie die Erzeugung von
Teilchen aus dem Vakuum in beschleunigten Bezugssystemen (dies
ist der Unruh-Effekt [10]), oder die Paarerzeugung von Teichen und
Antiteilchen bei hinreichend hoher Energie die Geschwindigkeit
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beeinflussen, mit der die Zeit geméf irgend einer Art realer Uhren
vergeht.

Bei all unseren Uberlegungen in den vorangegangenen Abschnit-
ten haben wir stillschweigend vorausgesetzt, dass die Funktion der
Standarduhren nicht durch Beschleunigungen beeinflusst wird, es
sich in dieser Hinsicht also um ideale Uhren handelt. Waren unsere
Uberlegungen iiberhaupt sinnvoll, wenn es solche Uhren in der
Realitét gar nicht gibt?

Oftmals begegnet man in der Literatur der ,,Uhrenhypothe-
se“. Sie besagt dass Standarduhren, die die Eigenzeit an ihrer
jeweiligen Position anzeigen, nicht von ihrer Beschleunigung beein-
flusst werden, sondern so funktionieren als wéren sie ideale Uhren.
Brown und Read [12] haben vorgeschlagen, den missversténdlichen
Begriff |, Uhrenhypothese* durch ,, Uhrenbedingung® zu ersetzen.
Diese Wortwahl ist tatsdchlich viel besser. Denn sie betont, dass
man nicht erwarten kann dass jede beliebige Art von Uhr eine ge-
eignete Standarduhr fiir jedes beliebige Bezugssystem ist, sondern
dass man fir jedes Bezugssystem sorgfaltig eine geeignete Art von
Uhr als Standarduhr auswéhlen muss, um sicherzustellen dass diese
Standarduhr nicht signifikant von der Beschleunigung des Bezugs-
systems, in dem sie ruht, beeinflusst wird. In diesem Sinne besagt
die Uhrenhypothese, dass man fiir jedes experimentell zugédngliche
beschleunigte Bezugssystem geeignete reale Standarduhren finden
kann.

Eisele [11] hat die Zerfallsrate beschleunigter Myonen unter Be-
riicksichtigung feldtheoretischer Effekte berechnet. Seine Rechnung
bestéatigt, dass die Zerfallsrate von Myonen tatséchlich keine ideale
Uhr ist. Die Rechnung zeigt aber auch, dass diese Art realer Uhren
einer idealen Uhr bemerkenswert nahe kommt: In den Speicher-
ring-Experimenten mit Myonen [5, 6], die in Abschnitt 5 erwahnt
wurden, wurde die Relation (15h) mit einer Genauigkeit von 1073
bestatigt. Nach Eiseles Berechnung wiirde dies Experiment eine
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Genauigkeit besser als 1072° benétigen, um eine Abweichung von
(15h) zu bemerken.

Folglich ist die Prézision, mit der die Vorhersage (15h) der ART
fiir die Zeitdilatation in rotierenden Systemen getestet werden kann,
derzeit nicht durch das Fehlen einer idealen Uhr begrenzt, sondern
durch die unzureichende Prézision anderer Teile des Experiments.
Es erscheint wenig wahrscheinlich, dass sich an dieser Situation in
absehbarer Zukunft etwas dndern wird.
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