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Fourier-Reihe und Fourier-Transformation

Dies ist eine Formelsammlung mit nur wenigem erkldarenden
Text, zur Unterstiitzung bei der Anwendung der komplexen
Fourier-Reihe, der reellen Fourier-Reihe, der diskreten komple-
xen Fourier-Reihe, und der komplexen Fourier-Transformation.

1. Die komplexe Fourier-Reihe

Jede komplexwertige Funktion A(t) € C einer reellen Variablen
t € R kann in eine Fourier-Reihe zerlegt werden, wenn sie stiickwei-
se stetig und quadratintegrabel ist,! und wenn sie dariiber hinaus
entweder periodisch mit der Periode T ist oder nur auf dem endli-
chen Intervall [tg,to + T] € R definiert ist, so dass sie periodisch
mit der Periode T fortgesetzt werden kann:

—+o0
Ay = Y et™ T mit k=0, +1, £2, ... (1a)

k=—o00

Die komplexen Fourier-Koeffizienten ¢ € C sind

1 to+T 1 +T/2
= /dt A(t)e R Tt = = /dt A@)e ™ Ft . (1h)
to -T/2

Mit der Umbenennung c_j <+ ¢; entsteht aus diesen Formeln

! Samtliche Funktionen, die in der Physik vorkommen, erfiillen dies Kriterium.
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Ary & S e T mit k=0, £1, £2, ...
k=—00
. +T/2
Ck, ) - /dt A(t)e“k%ﬁ‘t
T
—T/2

Es ist also egal, ob man im ersten Exponenten +:¢ und im zweiten
Exponenten —i schreibt, oder umgekehrt. Beide Konventionen
tauchen in der Literatur vielfach auf. Man muss halt nur darauf
achten, dass man stets konsistent bei einer Konvention bleibt.

2. Die reelle Fourier-Reihe
Wenn A(t) reellwertig ist, dann ist

+T/2
1b)

1
o'® - /dt At)
~T/2

offensichtlich reell. Aber alle anderen Fourier-Koeffizienten ¢, =
(1b) sind im Allgemeinen auch bei A(t) € R komplex. Um in
diesem Fall die Reihenentwicklung mit reellen Fourier-Koeffizienten
zu formulieren, nutzt man dass der Fourier-Koeffizient ¢; im Fall
A(t) € R offensichtlich konjugiert komplex zum Koeffizienten c_y
ist:

1 +T/2 . ‘T2
- [arawe W o~ — o [arametF @
=T/2 ~T/2

Also kann man im Fall A(t) € R die Reihe (1a) folgendermaflen
schreiben:
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(1a) €% 2
AW Z Y et T mit k=0, £1, £2, ...

k=—o00

+oo
= o+ 3 (ke T4 e FY) mith=1,2,3,... (3)

k=+1
Mit den Definitionen

ak—ibk
2
21

i=k— -t
v T

und der Euler’schen Formel
et — cosx £isinz

ergibt sich fiir die Fourier-Reihe

400 s
A(t) © 4o +Z[M(cosx +isinz)+

k=1 L + b

2

ag X 2m 27
= ?0 -l—kz:l{ak cos(k:? 1) + by sin(k:?

Die Fourier-Koeflizienten sind

+T/2

2
—-T/2

i =c¢, mitag, by €R (4a)

(cosx — isin x)}

)] (52)

ax — bk (4a) ” (1b) % /dt A(t)e*HF

Mit (4c) folgen daraus die reellen Fourier-Koeffizienten
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+T/2

2 2T
a = = /dt Aft) cos(k=r 1) (5b)
—T/2
) +T/2 )
) T
b= / dt At)sin(kor 1) . (5¢)
~T/2

3. Die diskrete komplexe Fourier-Reihe

In vielen technischen Anwendungen liegt A(t) nicht als kontinuierli-
che Funktion vor, sondern als Folge von N diskreten Werte A,, mit
n=0,1,2,..., (N — 1).2 Dann werden die Fourier-Koeffizienten
nicht durch das Integral (1b) bestimmt, sondern durch die Summe

1 Nl 1,27
= Z Ape RN (6a)

n=0

und die Fourier-Reihe (1la) wird zu
N-1 o
Ay, = Z cpetthN (6b)
k=0

Bei den kontinuierlichen Reihen (1) und (5) muss man unendlich
viele Fourier-Koeffizienten berechnen (sprich: die Folgen analytisch,
aber nicht numerisch berechnen) um die Funktion exakt darzu-
stellen. Fiir eine exakte Darstellung der N Elemente der Folge
{4, } bendétigt man dagegen genau N Fourier-Koeffizienten. Das
ist verniinftig, weil die Folgen {4, } und {c;} genau gleich viel
Information enthalten, ndmlich jeweils 2N reelle Zahlen, N fiir die
Realteile und N fiir die Imaginérteile jeder Folge.

2 Das ist offensichtlich immer der Fall, wenn man die Reihe nicht analytisch
sondern mit endlich vielen Stiitzstellen am PC berechnet.
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Falls alle A,, € R reell sind, besteht der Informationsinhalt
der Folge {A,} aus nur N reellen Zahlen, und in der Folge der
Fourier-Koeffizienten {cj} entfallen wegen

6a 1N71
:)N;AnER ; CN/Q— ZA "eR (7)

2 Imaginarteile. Die Imaginarteile aller anderen N — 2 Fourier-
Koeffizienten sind aber im Allgemeinen auch im Fall reeller A,
von Null verschieden. Diese N — 2 Koeflizienten enthalten jedoch
nur N/2 — 1 unabhéngige Realteile und N/2 — 1 unabhéngige
Imaginarteile, weil cy_j; = ¢, gilt:

(6a) 1 Nl ; 2
CN_g = Z Ane—z(N—k:)W-n
n=0

N
1 Nl -N27'r -k27r J—
= 2 An g En R = (8)
n=0 =1

Man braucht demnach im Fall reeller A,, zusitzlich zu ¢y und ¢z
nur N/2 — 1 weitere Fourier-Koeffizienten ¢ zu berechnen, der
Rest ergibt sich aus (8).

Der Informationsgehalt der Folge {ci} im Fall einer rein reellen
Folge {A,} ist 2 Realteile gemaf (7) plus N/2 — 1 Realteile plus
N/2 —1 Imaginérteile gemé$ (8), macht insgesamt N reelle Zahlen.
Die Folgen {c;} und {A,} haben also auch in diesem Fall den
gleichen Informationsgehalt.

4. Die komplexe Fourier-Transformation

Wenn die komplexwertige Funktion A(t) € C einer reellen Variablen
t € R stiickweise stetig und quadratintegrabel ist,® aber — anders

3 Samtliche Funktionen, die in der Physik vorkommen, erfiillen dies Kriterium.
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als in Abschnitt 1 angenommen — A(t) nicht periodisch ist und
fiir beliebige t € R definiert ist, dann kann A(¢) nicht in die
Fourier-Reihe (1) entwickelt werden, wohl aber durch die Fourier-
Transformation

+oo
[ ar ceriren (92)
f=—
_ / dt A(t) e~i/2mt (9b)
t=—o0

mitte€R, feR, At) e C, C(f) e C

dargestellt werden. Man kann sich die Fourier-Transformation
(9) plausibel machen, indem man die nicht-periodische Funktion
A(t) € C als periodische Funktion mit unendlich groer Perioden-
linge T" — oo betrachtet. Unter dieser Bedingung wird in den
Exponentialfunktionen der Fourier-Reihe

+o0 s
Z ckeJr’LkT’K.t (1&)
k=—o00
+T/2
o & /th Ykt (1b)
fT/2

die Schrittweite (k + 1)/T — k/T = 1/T unendlich klein, so dass
der Ubergang zur kontinuierlichen Variablen

k
= i — — < f<
f Tll_rgo T oo < f < +oo (10a)
1
Schrittweite von f=df = 1 = (10b)

oo T
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sinnvoll ist. Hier habe ich betont, dass f beliebige Werte von
f = —oo bis f = +00 annehmen kann. Denn bei beliebig groflem
aber endlichem T nimmt die Exponentialfunktion das komplette
Spektrum von Werten e bis et?* an. Also ist es plausibel, dass
sie das bei T — oo immer noch tut, und lediglich aus dem diskreten
Spektrum das kontinuierliche Spektrum e ™" bis et wird.

Wegen cy, T2% () definiert man anstelle von ¢, die Funktion

C(f):= lim T-¢ . (11)
T—o00
Diese Funktion ist
+T/2
o) tim T~ /th e Ft =
T—o0
—T/2

102) / dt A(t) e=/27 = (9b) .

t=—o00

Jetzt priifen wir, ob die Fourier-Reihe (1a) bei T' — oo gegen die
Fourier-Transformation (9a) konvergiert:

1- — 1 +’Lk:27rt
Tgréo 1m E cre
“+oo
1 .
(10a):,( )7_:!'1_1)20 E: Tc(f) e+zf27r-t
k=—o00

“+oo
" [ar operint = (9a)

Viele Autoren fithren in (9) die Variablen-Substitution
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w
2

w=2rf ; dw=2rdf ; D(w):=C(=—) (12)

ein. Damit erhalt man die Fourier-Transformation

+oo
Alt) = % / dw D(w) e+ (13a)
o
D(w) = / dt A(t) et (13b)

mit t € R,w e R, A(t) e C, D(w) € C.



	1 Die komplexe Fourier-Reihe
	2 Die reelle Fourier-Reihe
	3 Die diskrete komplexe Fourier-Reihe
	4 Die komplexe Fourier-Transformation

